
CPE 332 
Computer Engineering 

Mathematics II 

Chapter 1 Vector 



Web Site 
• http://cpe.rsu.ac.th/ut 

– Download Material, Course Notes 
– Download Slides 
– Download HW Solutions 
– Grading 
– Announcements 
– Resources 

http://cpe.rsu.ac.th/ut


Today Topics 

• Period 1 
– Course Outlines 
– Course Web Site 
– Part I Chapter 1 Vector (Review) 
– Breaks 
– Part I Chapter 1 Vector (Review) 

• Assignment:  
– ยังไมม่กีารบา้น 
– Download MATLAB Tutorial 1-5 และลองทํา Exercise ด ู

• Next Week ตอ่ Vector และ Chapter 2 เรือ่ง Matrix 
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Definition of Vector 
 



Definition of Vector 
 



 



 



Notes 
• เนือ่งจาก Vector มทีัง้ขนาดและทศิทาง เรา

สามารถเขยีน Vector เป็นสองสว่น  
– สว่นขนาดแทนทีด่ว้ย Scalar 
– สว่นทศิทาง จะแทนทีด่ว้ย Unit Vector ทีม่ทีศิทาง

เดยีวกบั Vector เดมิ 
                      
 

• การกําหนดทศิทาง อาจจะกําหนดเป็น Component ในแกน 
Coordinate (x,y,z); อาจจะกําหนดเป็นมมุทีก่ระทํากบัแกน 
Coordinate 

• อาจจะกําหนดเป็น Ratio ทีก่ระทํากบัแกนก็ได ้
• จะกลา่วตอ่ไปภายหลงั 

– เราจะเนน้ทีส่องอนัแรก คอืกําหนดเป็น Component i,j,k ในแกน 
x,y,z 

– หรอืกําหนดในรปู Cosine ของมมุ 
– ทัง้สองอนันีจ้ะเกีย่วขอ้งกบั Unit Vector 
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Vector Operations 
• เนือ่งจาก Vector ประกอบดว้ยทัง้ขนาดและ

ทศิทาง 
– พชีคณติ เชน่ บวก ลบ คณู หาร จะไมเ่หมอืนกบั Scalar 

เนือ่งจากตอ้งนําทศิทางมาประกอบการคํานวณดว้ย 
– การ บวก-ลบ ของ Vector จะได ้Vector ใหมท่ีข่นาด

และทศิทางตา่งจากเดมิ 
– การคณู เราจะไมใ่ชคํ้าวา่ ‘Multiplication’ แตจ่ะใชคํ้าวา่ 

‘Product’ แบง่เป็นสองประเภท 
• Scalar Product (Dot Product; ●) จะได ้Scalar 
• Vector Product (Cross Product; X) จะได ้Vector ทีต่ัง้ฉาก

กบั Vector เดมิทัง้สอง 



Addition and Substraction 
 



 



 



การประยกุตใ์ชใ้น Plane 
Geometry 



 



 



 



Component Vector 
 



Component Vector in 
Cartesian Coordinate 

 



Component Vector in 
Cartesian Coordinate 



Component Vector in 
Cartesian Coordinate 



Position Vector 
• จดุใน Space สามารถแสดงไดโ้ดยใช ้Vector 

เริม่จาก Origin 
– อาจเรยีก Location Vector หรอื Radius Vector 
– จดุ P แสดงไดโ้ดยใช ้Vector OP 
– และสามารถแสดงไดโ้ดยใช ้Component Vector 



Position Vector และ 
Addition-Subtraction using 

Component Vector 



สรปุ 
• การเขยีน Vector ในลักษณะ Component 

จะสามารถบวกและลบกนัไดง้า่ย โดยการ
บวกลบแตล่ะ Component บนแกนเดยีวกนั 
– Vector Product สามารถคํานวณไดเ้ชน่กนั 

• จดุใน Space สามารถแทนดว้ย Vector เริม่
จากจดุ Origin เรยีก Position Vector 
– Vector ทีเ่กดิจากสองจดุใน Space สามารถ

คํานวณไดจ้าก Position Vector นี ้

 



 

r 



Any vectors in Cartesian 
Coordinates 

• Given 2 Points, P(x1,y1,z1) and 
Q(x2,y2,z2) 
– We have OP+PQ=OQ 
– Then PQ = OQ – OP  

• PQ = x2i+y2j+z2k – x1i+y1j+z1k 
• PQ =(x2-x1)i+(y2-y1)j+(z2-z1)k 

O 

X 

Y 

Z 

Q(x2,y2,z2) 

P(x1,y1,z1) 



Any vectors in Cartesian 
Coordinates 

• Given 2 Points, P(x1,y1,z1) and 
Q(x2,y2,z2) 
– PQ =(x2-x1)i+(y2-y1)j+(z2-z1)k 
– Also magnitude or length of vector is the 

distance between those 2 points (Euclidian 
Distance) 
• PQ = √(x2-x1)2+(y2-y1)2+(z2-z1)2 

O 

X 

Y 

Z 

P(x1,y1,z1) 

Q(x2,y2,z2) 



Direction Cosine/Ratio 
• Vector สามารถเขยีนเป็นสองสว่นประกอบ 

 
 

– ขนาด สามารถหาไดง้า่ย กรณี Position Vector 
– ทศิทาง คอื Unit Vector ทีม่ทีศิทางเดยีวกนักบั 

Vector นัน้ 
• ทศิทาง สามารถแตกเป็น Component Vector บนแตล่ะ

แกนไดด้ว้ย 
• ทศิทางสามารถกําหนดดว้ยมมุทีทํ่ากบัแตล่ะแกนไดด้ว้ย  
• ทัง้สองแบบนี ้สมัพันธก์นัทางตรโีกณมติ ิโดยการกําหนด

ดว้ยคา่ Cosine ของมมุ เรยีก Direction Cosine 

aAA ˆ=



Direction Cosine 
• Position vector OP 

– Magnitude equal to OP = √x2+y2+z2 

– Direction: cosαi+cosβj+cosγk 
• Called Direction Cosine 

We have  
cosα=F1/OP 
cosβ=F2/OP 
cosγ=F3/OP 

F1 

F2 

F3 



Direction Cosine and 
Direction Ratio 



Direction Cosine and 
Direction Ratio 



Example 
• Given points P1(2,-4,5) and P2(1,3,-2), 

find the vector P1P2 and its magnitude 
and direction 
– OP1 = 2i-4j+5k and OP2 = i+3j-2k 
– P1P2=OP2-OP1=-i+7j-7k 
– P1P2 = √1+49+49=√99 
– Cos α = -1/√99 then α = 95.8 degree 
– Cos β = 7/√99 then β = 45.3 degree 
– Cos γ = -7/√99 then γ = 134.7 degree 

 
 



Direction Cosine and 
Direction Ratio 

 



Next Week 
• Vector Product 

– Scalar Product(Dot) 
– Vector Product(Cross) 

• Chapter II: MATRICES 
• HW II 



CPE 332 
Computer Engineering 

Mathematics II 
Week 2 

Chapter 1 Vector (cont.) 
Chapter 2 Matrix 



Today Topics 

• Chapter 1 Cont. 
• Break 
• Chapter 2: Matrix 
• Download Homework 1: Chapter 1 

–  Due Next Week 



Component Vector 
 



Component Vector in 
Cartesian Coordinate 

 



Component Vector in 
Cartesian Coordinate 



Position Vector 
• จดุใน Space สามารถแสดงไดโ้ดยใช ้Vector 

เริม่จาก Origin 
– อาจเรยีก Location Vector หรอื Radius Vector 
– จดุ P แสดงไดโ้ดยใช ้Vector OP 
– และสามารถแสดงไดโ้ดยใช ้Component Vector 



Position Vector และ 
Addition-Subtraction using 

Component Vector 



Any vectors in Cartesian 
Coordinates 

• Given 2 Points, P(x1,y1,z1) and 
Q(x2,y2,z2) 
– PQ =(x2-x1)i+(y2-y1)j+(z2-z1)k 
– Also magnitude or length of vector is the 

distance between those 2 points (Euclidian 
Distance) 
• PQ = √(x2-x1)2+(y2-y1)2+(z2-z1)2 

O 

X 

Y 

Z 

P(x1,y1,z1) 

Q(x2,y2,z2) 



Direction Cosine/Ratio 
• Vector สามารถเขยีนเป็นสองสว่นประกอบ 

 
 

– ขนาด สามารถหาไดง้า่ย กรณี Position Vector 
– ทศิทาง คอื Unit Vector ทีม่ทีศิทางเดยีวกนักบั 

Vector นัน้ 
• ทศิทาง สามารถแตกเป็น Component Vector บนแตล่ะ

แกนไดด้ว้ย 
• ทศิทางสามารถกําหนดดว้ยมมุทีทํ่ากบัแตล่ะแกนไดด้ว้ย  
• ทัง้สองแบบนี ้สมัพันธก์นัทางตรโีกณมติ ิโดยการกําหนด

ดว้ยคา่ Cosine ของมมุ เรยีก Direction Cosine 

aAA ˆ=



Direction Cosine 
• Position vector OP 

– Magnitude equal to OP = √x2+y2+z2 

– Direction: cosαi+cosβj+cosγk 
• Called Direction Cosine 

We have  
cosα=F1/OP 
cosβ=F2/OP 
cosγ=F3/OP 

F1 

F2 

F3 



Products of Vectors 
• Vector Product 

– Scalar Product(DOT) 
– Vector Product(Cross) 



Scalar Product(DOT) 
 



Scalar Product (DOT) 
 



Scalar(Dot) Product 

A 

n 

θ 

A●n=Acosθ 



Scalar(Dot) Product 
– A●(B+C)=A●B+A●C 
– Let A = a1i+a2j+a3k, B = b1i+b2j+b3k 

• We have A●B = a1b1+a2b2+a3b3 

– Also 
– Given S=ai+bj, the equation of line 

perpendicular to this vector is in the form 
• ax+by=c 

 

S=ai+bj 

Line ax+by=c 



DOT Product 
 



Example 
• Find the angle between the vector 

– A=i-j-k and B = 2i+j+2k 
 

• We calculate A●B = 1.2-1.1-1.2=-1 
• Also A = √(1+1+1)=√3 
• Also B = √(4+1+4)=3 
• Then Cos θ = -1/3√3 

– θ = 101.1 degrees 



Vector Product (Cross) 
 



Cross Product 
 



 



3 Vector Products 
 



Examples 
• Let A=2i+3j-k, B=i+j+2k 

– A●B = 2+3-2 = 3 
– A×B = (6+1)i-(4+1)j+(2-3)k=7i-5j-k 
– A×B is orthogonal to both A and B 

• Test :  A●(A×B)  =  (2i+3j-k)●(7i-5j-k) = 14-
15+1=0 

• Test :  B●(A×B)  =  (i+j+2k)●(7i-5j-k)  = 7-5-
2=0 



Plane Equation in 3D 
• ใน 2D สมการเสน้ตรงจะม ีgeneral Form 

– Ax+By=C 

• ใน 3D สมการของ Plane จะม ีGeneral 
Form 
– Ax+By+Cz=D 
– D เป็นคา่คงที ่ทกุๆสมการในรปูเดยีวกนั แตค่า่ 

D ตา่งกนั จะเป็นระนาบทีข่นานกนั 
• 3x-2y+5z = 3 จะขนานกบั 3x-2y+5z = 6 



Example 1 
• กําหนดสมการของ Plane 2x+3y+2z=5 จง

หา unit vector ทีต่ัง้ฉากกบั Plane นี ้
– กําหนด 3 จดุ คอื A, B, C ดงันี ้
– A: x=0,y=0,ดงันัน้ z=5/2  A(0,0,2.5) 
– B: x=1,y=0, ดงันัน้ z=(5-2)/2  B(1,0,1.5) 
– C: x=0,y=1, ดงันัน้ z=(5-3)/2  C(0,1,1) 
– Vector AB x AC จะได ้Vector ทีต่ัง้ฉากกบั 

Plane 
 



 
 
 
 
 
 
 

• สงัเกตวุา่ทกุๆ Vector ทีเ่ป็น multiple ของ 
2i+3j+2k จะตัง้ฉากกบั Plane 2x+3y+2z=k 
เสมอ โดยที ่k เป็นคา่คงทีใ่ดๆ 
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Example 2 
• จงหาสมการของ Plane ทีต่ัง้ฉากกบั Vector 

3i-2j-k และกําหนดใหจ้ดุ (1,1,2) อยูบ่น 
Plane นัน้ 
– จากตวัอยา่งกอ่น เราไดส้มการของ Plane เป็น 

3x-2y-z= k 
– เราหาคา่  k โดยแทนคา่จดุ (1,1,2) ลงใน

สมการดงันี ้3(1)-2(1)-(2)=-1=k 
– ดงันัน้สมการทีต่อ้งการจะเป็น 3x-2y-z+1=0 



 



Definition of Matrix 
 



Row Matrix, Column Matrix 



Basic Operations 
 



Matrix Multiplication 
 



Square Matrix 
 



Matrix Transpose 
 



Types of Matrix 
 



Types of Matrix 
 



Types of Matrix 
 



Types of Matrix 
 



Types of Matrix 
 



Matrix Inverse 
 



Orthogonal/Unitary Matrix 
 



Orthogonal Vector 
 



Orthogonal Vector 
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Determinant 
 



Determinant of Matrix 
• Given square matrix, determinant of a 

matrix A written |A| is defined by 
recursive equation as 
 
 
 

 
– Starting from [a1x1] = a, and det(a)=a 
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Sign Matrix 
• Given matrix A of order nxn 

– Sign matrix of A is the matrix in the form 
B=[bij]=[(-1)(i+j)] 
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Minor aij 

• Is the determinant of matrix A after 
taken out row ith and jth column. 
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Cofactor aij 

• Cofactor aij is the minor aij with the sign 
according to sign pattern 

• Matrix of cofactor of A is the matrix B 
which each element bij is the cofactor 
aij 
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Determinant of 2x2 and 3x3 
 



Calculation of Determinant using 
Recursive Expansion 
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Calculation of Determinant using 
Recursive Expansion 



ความหมายของ Determinant 

• เป็นคา่ Scalar ทีสํ่าคญัทีส่ดุทีบ่ง่บอก
คณุสมบตัขิอง Square Matrix 



คณุสมบตัขิอง Determinant 
 



คณุสมบตัขิอง Determinant 
 



Calculation of Determinant 
(Algorithm) 
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ถา้เราบวกลบ Column เพือ่ให ้Element ในแถว(หรอืคอลมัน)์  
ทีต่อ้งการขยายเป็นศนูยห์มดยกเวน้ Element เดยีว  
เราจะลงเอยดว้ยการคํานวณหา Determinant ของ Matrix  
ทีม่ขีนาดลดลงหนึง่ 

การบวกลบดงักลา่วตอ้งมหีลกัการ มฉิะนัน้ผลลพัธจ์ะไมถ่กูตอ้ง 
เราจะใชค้ณุสมบตัขิอ้ 9 และ 10 ของ Determinant เพือ่กระทําดงักลา่ว 



Algorithm การหา Determinant ที่
มปีระสทิธภิาพ 

• ใชค้ณุสมบตัขิอ้ 10 รว่มกบัขอ้ 9 เพือ่สรา้งเป็น Algorithm 
– 1. มองหา Element ใน Matrix ทีม่คีา่เทา่กบั 1 ถา้หาไมไ่ด ้เลอืก 

Element ใดก็ได ้จากนัน้หารทัง้แถว หรอืหารทัง้ Column ดว้ยคา่
ของ Element นัน้เพือ่ทําใหค้า่เป็น 1 ตวัเลขทีม่าหารนัน้จะตอ้ง
กลบันํามาคณูกบัคําตอบทีไ่ด ้เป็นคา่ Determinant ทีต่อ้งการ
(คณุสมบตัขิอ้ 9) 

– 2. พจิารณาวา่จะ Expand แบบแถวหรอื Column ผา่น Element ที่
เลอืก จากนัน้กําจัด Element อืน่ในแนวที ่Expand เป็นศนูยใ์ห ้
หมด(คณุสมบตัขิอ้ 10) สมมตุเิราเลอืก Element a(x,y) 

• ถา้จะ Expand แบบแถว ใหบ้วกลบ Column อืน่กบั Column ที่
ผา่น Element ทีเ่ลอืก เพือ่ให ้Element ในแถวทีจ่ะ Expand 
เป็นศนูยท์ัง้หมด ยกเวน้ Element ทีเ่ลอืก 

– Col(j) ใหม ่= Col(j) เกา่ – a(x,j)*Col(y); j = 1,2,..,n ยกเวน้ y 

• ถา้จะ Expand แบบ Column ใหบ้วกลบแถวอืน่กบัแถวทีผ่า่น 
Element ทีเ่ลอืก เพือ่ให ้Element ใน Column ทีจ่ะ Expand 
เป็นศนูยท์ัง้หมด ยกเวน้ Element ทีเ่ลอืก 

– Row(i) ใหม ่= Row(i) เกา่ – a(i,y)*Row(x); i = 1,2,..,n ยกเวน้ x 
 

 



Algorithm การหา Determinant ที่
มปีระสทิธภิาพ(ตอ่) 

– 3.ทําการ Expand ตามสตูร เราจะลงเอยดว้ย
การหา Determinant ของ Matrix ทีม่ขีนาด
ลดลงหนึง่เพยีงครัง้เดยีว  

– 4. วธินีีส้ามารถทําเป็น Recursive เพือ่ลดการ
หา Determinant ของ Matrix ขนาดใหญ ่
เหลอืแคก่ารหา Determinant ของ Matrix 2x2 
หรอื 3x3 

 



การหา Determinant 
 



 



การหา Determinant 
 



Inverse of Matrix 
 



Inverse of Matrix 
 



Inverse of Matrix 
 



Inverse of Matrix 
 



Inverse of Matrix 
 



Matrix Inverse 
• การคํานวณตามสมการทีก่ลา่วมา จะใชก้าร

คํานวณมากเกนิไป 
• หลัง Midterm เราจะมาด ูAlgorithm ทีม่ี

ประสทิธภิาพ เพือ่ใชใ้นการหา Matrix 
Inverse 
– Gauss-Jordan Method 



Matrix Norms 
 



Norms 
 

เรียก Spectral Radius ของ X 



Homework 1:Vector 

• Download HW 1 Question Sheet จาก 
Website 
– พมิพ ์Question Sheet ลงบนกระดาษ A4 
– ทําการบา้น โดยแสดงวธิทํีาและคําตอบในชอ่ง

ทีกํ่าหนด ดว้ยลายมอืนักศกึษา หา้มพมิพ ์ตอ้ง
ใชก้ระดาษทีพ่มิพน์ีทํ้าการบา้น 

– เขยีนชือ่ทีห่วักระดาษ สง่อาทติยห์นา้ตน้ชัว่โมง 
– ไมรั่บงานทีไ่มเ่ป็นไปตามทีกํ่าหนด 



CPE 332 
Computer Engineering 

Mathematics II 
Week 3: Ch.2 Matrices 

Continue(Linear Equations) 
Ch.3 Eigenvector 

 



Today Topics 

• Part I Chapt. 2 Matrices 
• Break 
• Chapter 2: Linear Equations 
• Homework 1: Due 
• Homework 2 สง่สปัดาหห์นา้ 



Chapter 2: Cont 
• Last Week 

– Matrix Concept and Notations 
– Types of Matrix 
– Concept of Determinant and Inverse 

• This Week 
– More on Determinant and Matrix 
– System of Linear Equations: Homogeneous 

and Non-homogeneous 
– Eigenvalue/Eigenvector Concept 



Determinant 
 



Calculation of Determinant 
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คณุสมบตัขิอง Determinant 
 



คณุสมบตัขิอง Determinant 
 



Calculation of Determinant 
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ถา้เราบวกลบ Column เพือ่ให ้Element ในแถว(หรอืคอลมัน)์  
ทีต่อ้งการขยายเป็นศนูยห์มดยกเวน้ Element เดยีว  
เราจะลงเอยดว้ยการคํานวณหา Determinant ของ Matrix  
ทีม่ขีนาดลดลงหนึง่ 

การบวกลบดงักลา่วตอ้งมหีลกัการ มฉิะนัน้ผลลพัธจ์ะไมถ่กูตอ้ง 
เราจะใชค้ณุสมบตัขิอ้ 9 และ 10 ของ Determinant เพือ่กระทําดงักลา่ว 



Algorithm การหา Determinant ที่
มปีระสทิธภิาพ 

• ใชค้ณุสมบตัขิอ้ 10 รว่มกบัขอ้ 9 เพือ่สรา้งเป็น Algorithm 
– 1. มองหา Element ใน Matrix ทีม่คีา่เทา่กบั 1 ถา้หาไมไ่ด ้เลอืก 

Element ใดก็ได ้จากนัน้หารทัง้แถว หรอืหารทัง้ Column ดว้ยคา่
ของ Element นัน้เพือ่ทําใหค้า่เป็น 1 ตวัเลขทีม่าหารนัน้จะตอ้ง
กลบันํามาคณูกบัคําตอบทีไ่ด ้เป็นคา่ Determinant ทีต่อ้งการ
(คณุสมบตัขิอ้ 9) 

– 2. พจิารณาวา่จะ Expand แบบแถวหรอื Column ผา่น Element ที่
เลอืก จากนัน้กําจัด Element อืน่ในแนวที ่Expand เป็นศนูยใ์ห ้
หมด(คณุสมบตัขิอ้ 10) สมมตุเิราเลอืก Element a(x,y) 

• ถา้จะ Expand แบบแถว ใหบ้วกลบ Column อืน่กบั Column ที่
ผา่น Element ทีเ่ลอืก เพือ่ให ้Element ในแถวทีจ่ะ Expand 
เป็นศนูยท์ัง้หมด ยกเวน้ Element ทีเ่ลอืก 

– Col(j) ใหม ่= Col(j) เกา่ – a(x,j)*Col(y); j = 1,2,..,n ยกเวน้ y 

• ถา้จะ Expand แบบ Column ใหบ้วกลบแถวอืน่กบัแถวทีผ่า่น 
Element ทีเ่ลอืก เพือ่ให ้Element ใน Column ทีจ่ะ Expand 
เป็นศนูยท์ัง้หมด ยกเวน้ Element ทีเ่ลอืก 

– Row(i) ใหม ่= Row(i) เกา่ – a(i,y)*Row(x); i = 1,2,..,n ยกเวน้ x 
 

 



Algorithm การหา Determinant ที่
มปีระสทิธภิาพ(ตอ่) 

– 3.ทําการ Expand ตามสตูร เราจะลงเอยดว้ย
การหา Determinant ของ Matrix ทีม่ขีนาด
ลดลงหนึง่เพยีงครัง้เดยีว  

– 4. วธินีีส้ามารถทําเป็น Recursive เพือ่ลดการ
หา Determinant ของ Matrix ขนาดใหญ ่
เหลอืแคก่ารหา Determinant ของ Matrix 2x2 
หรอื 3x3 

 



การหา Determinant 
 

Column 3 Expansion 
Or Row 2 Expansion 



 



การหา Determinant 
 



Inverse of Matrix 
 



Inverse of Matrix 
 



Inverse of Matrix 
 



Inverse of Matrix 
 



Inverse of Matrix 
 



สาธติทดลอง Row Expansion 
 



Matrix Norms 
 



Norms 
 

เรียก Spectral Radius ของ X 



Break 
 



System of Linear Equations 
 



System of Linear Equations 
 



Reduced Matrix 
 



Reduced Matrix 
 



Reduced Matrix 
 



Solutions of Homogeneous 
 



Solutions of Homogeneous 
 



Solutions of Homogeneous 
 



Non-homogeneous Systems 
 



Non-homogeneous Systems 
 



Non-homogeneous Systems 
 



Non-homogeneous Systems 
 



Non-homogeneous Systems 
 



Non-homogeneous Systems 
 



 



 



Chapter 3 Intro 
 



 



 



 



MATLAB TUTORIAL 
 



End of Week 3 
• Download HW 2 Due Next Week 

– Chapter 1: Vector Operations 
– Chapter 2: Linear Equations 

• Next week: WK 4 
– Eigenvalue/Eigenvector Continue 
– MATLAB 
– HW 3 



CPE 332 
Computer Engineering 

Mathematics II 
Week 4: Ch.3 Eigenvector and 

Diagonalization 
Ch4. Probability Review 



Today Topics 

• Part I Chapt. 3 Eigenvalue/Eigenvector 
• Break 
• Chapter 4: Review Probability 
• Homework 2: Due 
• Homework 3 สง่สปัดาหห์นา้ ตน้ชัว่โมง 



Determinant 
 



 



Chapter 3 Intro 
 



 



 



 



 



 



 



 



 



 



Diagonalization 
 



 



 



 



 



 



 



 



Orthogonal and Symmetric 
 



 



• จาก Theorem ทีก่ลา่ว จดุทีสํ่าคญัคอื 
Theorem ที ่8 สดุทา้ย กลา่วคอื 
– ถา้ Matrix เป็น Real Symmetric เราจะได ้

Eigenvalue เป็นคา่จรงิ และจะม ีOrthogonal 
Matrix ทีจ่ะมา Diagonalize ได ้

– เมือ่ Matrix เป็น Orthogonal มันจะหา Inverse 
ไดง้า่ย 

– ถา้เรา Normalized แตล่ะ Eigenvector ที่
คํานวณไดใ้หม้ ีMagnitude เทา่กบัหนึง่ เราจะ
ได ้Orthogonal Matrix ทีส่ามารถ Diagonalize 
Matrix ทีต่อ้งการ 
 



Break 
 



 



 



 



 



 

Note: เราเลอืก 2 vector ที ่ 
Independent กนั โดยการแทน 
คา่ β และ γ อะไรก็ได ้



 



End of Chapter 3 
• HW 3 Due Next Week 
• Chapter 4 Probability Review 



Chapter 4 Probability 
• Concept and Definition 

– Experiments, Event, Outcomes, Sample Space 
– Laplace Definition, Definition from Set 

• Independent and Mutual Exclusive 
– Axioms of Probability, Vein Diagram, Independent 

concept, ME Concept 

• Conditional Probability and Bayes 
• PDF and CDF Concept and Properties 

– Continuous and Discrete 



Definition 
• Outcome/Sample Point 

– ผลลัพทท์ีไ่ดจ้ากการทดลอง หรอืสุม่ตวัอยา่ง 
• Sample Space 

– Set ของผลลัพธท์ัง้หมด 
• Event 

– เงือ่นไขของการทดลอง 
• กําหนด Event A, ถา้ทดลอง N ครัง้ และได ้

ผลลัพธเ์ป็นไปตามเงือ่นไข A = NA ครัง้ 

N
NAP A

N ∞→
== limOccur A Event  ofy Probabilit  ][



Example: Dice Roll 
• Sample Space = {1,2,3,4,5,6} 
• P(1)=P(2)= … =P(6)=1/6 

– Laplace Definition of Probability 
– ถา้แตล่ะ Member ใน Sample Space มโีอกาส

เกดิเทา่ๆกนั 
• A = Even 
• A = {2,4,6} 
• P(A) = |{2,4,6}|/|S| = 3/6 = ½ 

 



Mutually Exclusive 
• A ME B 
• เมือ่เกดิ Event A จะเกดิ Event B ไมไ่ด ้
• เมือ่ทอยลเูตา๋ไดเ้ลขคู ่จะไมใ่ชเ่ลขคี ่

– ดงันัน้ถา้ A = Even, B = Odd 
– A ME B 

• P(A+B) or P(A union B) = P(A) + P(B) 
• เห็นไดช้ดัโดยแสดงดว้ย Vein Diagram 

A B A B 



Mutually Exclusive 

• Non ME 
• A∩B ≠∅ 
• A∪B=A+B- A∩B 

– Inclusion-Exclusion 
Principle  

A B 

A B 

• ME 
• A∩B =∅ 
• A∪B=A+B 
• P(A∪B)=P(A)+P(B) 



3 AXIOMS OF Probability 
• 1. P(S) = 1 

– ทกุๆการทดลอง ผลลัพธต์อ้งอยูใ่น Sample 
Space 

• 2. 0 =< P(A) =< 1 
– คา่ของ Probability ตอ้งอยูร่ะหวา่ง 0 และ 1 

• 3. ME: P(A+B)=P(A)+P(B) 
– Mutually Exclusive; Probability ของ Union 

ของ Event เทา่กบัผลบวกของ Probability 
ของแตล่ะ Event 



Conditional Probability 
• Probability ของ Event หนึง่ เมือ่กําหนดให ้

อกี Event หนึง่ไดเ้กดิขึน้ 
– Probability จะเพิม่ถา้สอง Event เกีย่วขอ้งกนั 
– Probability จะไมเ่ปลีย่นถา้สอง Event ไมเ่กีย่ว

กนั 
• เราเรยีกวา่เป็น Statistical Independent 

 
 

• นอกจากนี ้

][/][]\[]\[
][]\[][]\[

][/}[]\[],[/][]\[
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Bayes Rule 
 

E1 

E2 

E3 

E4 

E5 

E6 

E7 

E8 

E9 

A 



Properties 
 



Example 1 
• ในการสง่ขอ้มลูแบบ Digital เป็น Frame ขนาด 50 บติ การสง่จะ

สมบรูณ์ไดก็้ตอ่เมือ่ทัง้ Frame ไปถงึอยา่งถกูตอ้ง ถา้การเกดิ Error ใน
แตล่ะบติของการสง่(BER = Bit Error Rate) มโีอกาสจะผดิพลาดได ้
เทา่กบั 1/1000 จงหาวา่ Frame ทีส่ง่จะม ีError เฉลีย่แลว้กีเ่ปอรเ์ซน็ต ์
(FER = Frame Error Rate) ถา้การเกดิ Error แตล่ะ Bit เป็น 
Independent 

%879.404879.00.999-1Error] Frame[
0.999Error]Not Bit  50[Error]Not  Frame[

999.010-1Error]Not Bit [
10Error]Bit [

50

50

3-

-3

===

==

==

=

P
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P
P



Example 2 
• จากสถติ ิพบวา่โอกาสทีนั่กศกึษาชายจะสอบผา่นวชิา CPE332 มคีา่

เทา่กบั 0.5 และโอกาสทีนั่กศกึษาหญงิจะสอบผา่นมคีา่เทา่กบั 0.4 ถา้
วชิา CPE332 เทอมนีม้นัีกเรยีนชาย 40 คนและนักเรยีนหญงิ 25 คน จง
หาวา่เฉลีย่แลว้จะมนัีกเรยีนตกกีค่น 

• สามารถคํานวนโดยใชค้า่ถว่งน้ําหนัก 
• ให ้Sample Space ประกอบดว้ยนักเรยีนชาย(M) และนักเรยีนหญงิ(F) 

ดงันัน้ S = {M,F} 
– สงัเกตวุา่ Set ทัง้สองเป็น ME คอื Sample Space ถกู Partition 

เป็นสอง Partition 
– P[M]=40/65 และ P[F]=25/65 

• ให ้Event A เป็นเหตกุารณ์ทีนั่กศกึษาจะสอบผา่น เราได ้
• P[A\M]=0.5 และ P[A\F]=0.4 
• จากสมการการ Partition 

%85.535385.04615.01][1]P[ACPE332] Fail[
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Example3 
• ตอ่จากตัวอยา่งที ่2: ถา้เราสุม่ตัวอยา่งนักศกึษามาหนึง่คนทีล่งวชิา CPE332 เมือ่เทอมที่

แลว้ จากนัน้ถามวา่นักศกึษาผา่นวชิานีห้รอืไม ่นักศกึษาผูนั้น้ตอบวา่สอบผา่นแลว้ จง
คํานวณวา่  

– 1.โอกาสทีนั่กศกึษาผูนั้น้จะเป็นผูห้ญงิเทา่กบัเทา่ไร 
– 2. Probability ทีนั่กศกึษาสอบผา่นและเป็นผูห้ญงิมเีทา่ไร 

• 1. ตอ้งการหา P[F\A] 

%34.333334.0
4615.0
1

65
254.0               
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• 2. ตอ้งการหา P[FA]=P[F∩A] 
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Random Variables 
• เมือ่เรากําหนดคา่เป็นตวัเลขของทกุๆ Sample 

Point ใน Sample Space และถา้ให ้Variable 
แทนผลลพัธท์ีไ่ดจ้ากการทดลอง ดงันัน้ผลของการ
ทดลองจะมคีา่เป็นตวัเลข และเราเรยีก Variable 
นัน้วา่เป็น Random Variable ซึง่ปกตแิลว้เรา
มักจะให ้Random Variable แทนดว้ยตวั Capital 

• ทีสํ่าคญัคอื การกําหนด RV ซึง่เป็นตวัเลขทําใหเ้รา
สามารถนําไปคํานวณตอ่ทางคณติศาสตรไ์ด ้
– Mean 
– Variance 
– Etc.  



Random Variables 
• เมือ่ผลลพัธข์องการทดลอง(Sample Space)ได ้Infinite 

Set การกําหนดตวัเลขมกัจะเป็นตวัเลขทีต่อ่เนือ่ง 
– เราได ้Continuous Random Variable 

• เมือ่ผลลพัธเ์ป็น Finite Set การกําหนดจะใช ้Set ของ
ตวัเลข มกัจะเป็น Integer 
– เราได ้Discrete Random Variable 

• Probability ทีจ่ะไดผ้ลลพัธก์ารทดลองหนึง่ๆ คอื 
Probability ที ่Random Variable จะมคีา่ตามทีเ่รากําหนด 

• เราสามารถแสดงคณุสมบตัขิอง RV จากการ Plot คา่ 
Probability(y-axis) และคา่ของ Random Variable(x-
axis) 
– Cumulative Distribution Function (CDF) 
– Probability Density Function (PDF) 



CDF:Cumulative Distribution 
Function of RV X 

x 

FX(x) 

1.0 

x = 10 

FX (10) = P[X ≤ 10] 

CDF of Normal (Gaussian) Distribution: Continuous 



CDF Properties 
 



CDF การทอยเหรยีญ: Discrete RV 
• ให ้“หวั”= 0 และ “กอ้ย” = 1 

x 

FX(x) = P(X ≤ x) 

0 1 

0 

0.5 

1.0 



CDF การทอยลกูเตา๋: Discrete RV 
• ให ้ผลเป็นตวัเลขตามหนา้ลกูเตา๋ 

x 

FX(x) = P(X ≤ x) 

0 

0 

0.5 

1.0 

1 2 3 4 5 6 7 



PDF: Probability Density 
Function 

Area = ∫f(x)dx = 1 

x 

f(x) 

PDF of Normal(Gaussian) Distribution : Continuous 



Properties of PDF 
 



Discrete Version 
– คา่ของ Variable ไมต่อ่เนือ่ง 

• RV X มคีา่เฉพาะที ่X=xi 

– F(x) = P(X≤x) 
• Function นีม้คีวามตอ่เนือ่งดา้นขวามอื 
• นยิามสําหรับทกุจดุใน Domain ของ x 
• Function เป็นลกัษณะขัน้บรรได 
• Monotonic Increasing Function จาก 0 ถงึ 1 

– f(xi) = P(X = xi) 
• นยิามเฉพาะจดุ ไมต่อ่เนือ่ง คา่เป็นศนูยร์ะหวา่งนัน้ 
• บางทเีรยีก Probability Mass Function 
• ∑f(xi)=1 เสมอ 

 



 

PMF 

CDF 

f(x) 

F(x) 

x 

x 



Chapter 4 Cont. Next week 
– Statistical Average 
– Importance PDF 
– Joint PDF 
– Correlation/Covariance 

• Chapter 5: Introduction to Random 
Process 
– Concept/Definition 
– Stationary Concept 
– Ergodic Concept 
– Autocorrelation and Cross Correlation 



CPE 332 
Computer Engineering 

Mathematics II 
Part II, Chapter 4 Cont.: Statistical Average 

Chapter 5: Random Process 



Today Topics 

• HW 3 Due/ HW4 Due Next Week 
• PDF 
• Expectation 
• Joint Density 
• Correlation/Covariance 
• Random Process 
• Stationary 
• Ergodic 

 



Random Variables 
• Mapping ผลลัพธเ์ป็นตวัเลข (One-to-

One) ดงันัน้ผลการทดลองสามารถไป
คํานวณตอ่ได ้
– ทีสํ่าคญัคอืคา่เฉลีย่ทางสถติ ิ

• Mean 
• Variance 
• Etc.  

– และกราฟแสดงคณุสมบตั ิProbability 
• Cumulative Distribution Function (CDF) 
• Probability Density Function (PDF) 

– เมือ่ผลลพัธข์องการทดลอง(Sample Space)ได ้Infinite Set เรา
ได ้Continuous Random Variable 

– เมือ่ผลลพัธเ์ป็น Finite Set การกําหนดจะใช ้Set ของตวัเลข 
มักจะเป็น Integer เราได ้Discrete Random Variable 

 



CDF:Cumulative Distribution 
Function of RV X 

x 

FX(x) 

1.0 

x = 10 

FX (10) = P[X ≤ 10] 

CDF of Normal (Gaussian) Distribution: Continuous 



CDF Properties 
 



CDF การทอยเหรยีญ: Discrete RV 
• ให ้“หวั”= 0 และ “กอ้ย” = 1 

x 

FX(x) = P(X ≤ x) 

0 1 

0 

0.5 

1.0 



PDF: Probability Density 
Function 

Area = ∫f(x)dx = 1 

x 

f(x) 

PDF of Normal(Gaussian) Distribution : Continuous 



Properties of PDF 
 



Discrete Version 
– คา่ของ Variable ไมต่อ่เนือ่ง 

• RV X มคีา่เฉพาะที ่X=xi 

– F(x) = P(X≤x) 
• Function นีม้คีวามตอ่เนือ่งดา้นขวามอื 
• นยิามสําหรับทกุจดุใน Domain ของ x 
• Function เป็นลกัษณะขัน้บรรได 
• Monotonic Increasing Function จาก 0 ถงึ 1 

– f(xi) = P(X = xi) 
• นยิามเฉพาะจดุ ไมต่อ่เนือ่ง คา่เป็นศนูยร์ะหวา่งนัน้ 
• บางทเีรยีก Probability Mass Function 
• ∑f(xi)=1 เสมอ 

 



 

PMF 

CDF 

f(x) 

F(x) 

x 

x 



Statistical Average 
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• Note:  
– ในกรณีของ Data ทีไ่ดจ้ากการสุม่ตวัอยา่ง เราไดเ้ฉพาะคา่ 

Estimate ของ Mean และ Mean Square เทา่นัน้ และ 
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Multivariate: RV มากกว่า 1 ตวั 
• จดุประสงคใ์นการศกึษา RV มากกวา่หนึง่ตวั

พรอ้มๆกนั เพือ่จะหาความสมัพันธร์ะหวา่ง RV  
– แสดงโดยกราฟ Joint PDF 
– หรอืคา่เฉลีย่ทางสถติ ิCorrelation และ Covariance 

• กรณีของ Bivariate 
– เป็นการศกึษาความสมัพันธร์ะหวา่ง RV สองตวั คอื X 

และ Y แตล่ะตวัอาจเป็น Discrete หรอื continuous 
• เชน่ความสมัพันธร์ะหวา่งสว่นสงูและอาย ุ
• หรอืความสมัพันธร์ะหวา่งคะแนน Midterm และเกรดปลาย

เทอม 
• หรอืความสมัพันธร์ะหวา่ง GPA กบัเงนิเดอืนทีไ่ดเ้มือ่จบ

การศกึษา 



Multivariate: RV มากกว่า 1 ตวั 



Multivariate: RV มากกว่า 1 ตวั 



Joint CDF/Marginal 
Density 

https://en.wikipedia.org/wiki/File:MultivariateNormal.png


Joint Moment 
 



Correlation 
• G(x,y) = XY 
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Covarience 
 



Correlation and Covarience 
 



การประมาณคา่ Rxy และ Cxy จาก 
Samples 

• เราเก็บตวัอยา่งเป็นคู ่(xi,yi) จํานวน N คู ่
• Probability ของการไดแ้ตล่ะตวัอยา่งเทา่กนั คอื 

1/N 
• ดงันัน้ 
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EX.จงหา Rxy และ Cxy จาก
ตวัอยา่งในตารางขา้งลา่ง 

• ขอ้มลูจากชายไทย อายรุะหวา่ง 12 – 30 ปี 
• X=อาย ุและ Y=สว่นสงู 

 
No.(i) xi yi No.(i) xi yi 

1 20 178 7 12 168 
2 25 176 8 18 156 
3 19 163 9 26 174 
4 21 184 10 20 171 
5 30 180 11 24 182 
6 16 165 12 17 179 



Scatter Diagram 

 



Calculation Table 
 



PDF ทีสํ่าคญั 

x 

P[X=x] 

0 1 

p 
q 

P[X<=x] 
1.0 



Binomial Distribution 
 

b(k;10,0.5) b(k;10,0.2) 
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Geometric Distribution 
 

P=0.5 

P=0.2 



Uniform Distribution 
 

a b 

1/(b-a) 

x 

f(x) 



Gaussian Distribution 
 



Gaussian 
 

Area = 1 



Jointly Gaussian: X, Y 



 

P = 0 

Volumn = 1 



 P = 0.5 



 
P = 0.9 



 
P = 0.95 



 P = -0.99 



Exponential Distribution 
 



Exponential Distribution 
 

A = 1 

Area = 1 



Poisson Distribution 
 



Lambda = 1 
 



Lambda = 3 
 



Lambda = 5 
 



Lambda = 8 
 



Lambda = 12 
 



Lambda = 18 
 



Break 
• After Break Chapter 5 Random 

Process 



Random Process 
• เมือ่ Random Variable เป็น Function กบัเวลา 

– สญัญาณทีม่ลีกัษณะ Random เชน่ Noise 
– การสง่ Packet ใน Network 
– จํานวนรถทีว่ ิง่บนถนน 
– จํานวนลกูคา้ทีเ่ขา้มาใชบ้รกิาร 

• เหลา่นี ้ในแตล่ะเวลาหนึง่ๆ คา่ของมนัจะมลีกัษณะเป็น 
Random คอืม ีPDF ตามแตช่นดิของมนั 
– ทีเ่วลาตา่งกนั PDF อาจจะเปลีย่น และคา่ทางสถติจิะเปลีย่นตาม 

• Random Variable ทีเ่ป็น Function (Random Function 
หรอื Analytic Function) กบัเวลา เราเรยีก Random 
Process หรอื Stochastic Process 
– จาก RV X จะเป็น X(t) 
– Mean และ Variance จะเป็น Function กบัเวลาดว้ย 

• การวเิคราะหจ์ะซบัซอ้นกวา่ RV 



Random Process 
(Stochastic Process) 

 



Statistical Average 
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Sample Function: Ensemble 
Average and Time Average 



Sample Function and 
Ensemble 
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Statistical Average: 
Correlation/Covariance 

 



Stationary RP 
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Stationary RP 
• Stationary RP 

– Strict Sense Stationary (SSS) 
• PDF ไมเ่ปลีย่น ดงันัน้ทกุๆ Moment 

(Expectation) ไมเ่ปลีย่น 
• ปกต ิSSS จะหาไดย้ากในทางปฎบิตั ิบอ่ยครัง้ทีเ่รา

สนใจแคส่อง Moment แรก 

– Wide Sense Stationary (WSS) 
• เฉพาะ 2 Moment แรกคงที ่แต ่PDF อาจแปรผัน 

– Mean 
– Variance (Mean Square) 



WIDE SENSE 
STATIONARY 

 

t1 t2 0 t2-t1 



Autocorrelation(WSS) 

12 tt −=τ
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Even 

Peak=Power 



Ergodic Random Process 

• ถา้ RP เป็น Ergodic 
– Time Average = Ensemble Average 
– Mean Ergodic 

• หมายถงึคา่เฉลีย่ในทางเวลา               เทา่กบั
คา่เฉลีย่(mean = E(X(ti))) ของ Ensemble 

– Correlation Ergodic 
• หมายถงึคา่ Variance ในทางเวลา                          

เทา่กบัคา่ Variance ทีไ่ดจ้าก Ensemble 
– เราใชค้วบคูก่บั Concept ของ Stationary Random 

Process   
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Discrete-Time Random 
Process 



Discrete-Time Random 
Process (Limited Samples) 



Ergodic Discrete RP 

• ถา้ RP เป็น Ergodic ดว้ยคา่ Mean (Average 
จาก Ensemble = Average จาก Time) 



Ergodic Discrete RP 

• ถา้ RP เป็น Ergodic สําหรับ Coorelation 



กรณีทีจ่าํกดั Sequence ความยาว N 
 



จํากดั Sequence ความยาว N 
• คา่ Autocorrelation สําหรับ N Samples  

– สมการจะลดรปู เหลอืแค ่Sum และเฉลีย่ N 
Point แตจ่ะเกดิการ Biased 
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ความหมายของ x(n)x(n+m) 

∑
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ความหมายของ x(n)x(n+m), N Points 
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X(n): n=0,1,…,9 

X(n+3) 

เราไมค่วรเฉลีย่ทัง้ N ตวั (Biased) แตค่วรเฉลีย่ N-m ตวั (non-Biased) 



จํากดั Sequence ความยาว N 
• คา่ Autocorrelation สําหรับ N Samples  

– สมการจะลดรปู เหลอืแค ่Sum และเฉลีย่ N 
Point แตจ่ะเกดิการ Biased เพราะเราเฉลีย่
นอ้ยกวา่นัน้ 



Sequence ความยาว N / RAW 

 



Sequence ทัว่ไป 

 



Example: Rxx 

• x=[1 2 3] 
 



Example: Rxx 

• x=[1 2 3] 
 



Example: Rxx 

• x=[1 2 3] 
 



Example: Rxx 

• x=[1 2 3] 
 



Example: Rxx 

• x=[1 2 3] 
 



Example: Rxx 

• x=[1 2 3] 
 



Example: Rxx 

• x=[1 2 3] 
 



Example: Rxx 

• x=[1 2 3] 
 



Rxx(m) 
 



Example: Rxy 

• x=[1 2 3], y=[4 5 6 7] 
 



Example: Rxy 

• x=[1 2 3], y=[4 5 6 7] 
 



Example: Rxy 

• x=[1 2 3], y=[4 5 6 7] 
 



Example: Rxy 

• x=[1 2 3], y=[4 5 6 7] 
 



Example: Rxy 

• x=[1 2 3], y=[4 5 6 7] 
 



Example: Rxy 

• x=[1 2 3], y=[4 5 6 7] 
 



Example: Rxy 

• x=[1 2 3], y=[4 5 6 7] 
 



Rxy(m) 
 



End of Week 5 
• Download HW 4: Probability 

– สง่ตน้ชัว่โมงสปัดาหห์นา้ 



CPE 332 
Computer Engineering 

Mathematics II 
Week 6 

Part II, Chapter 5 Random Process 
MarKov Process 

Chapter 6: Introduction to Queuing 



Today Topics 
• Random Process 

– Stationary: สถติไิมเ่ปลีย่น 
– Ergodic: Ensemble Average=Time 

Average 
– Autocorrelation 
– Cross Correlation 

• ตอ่ 
• Counting Process 
• MarKov Process 



Discrete-Time Random 
Process 

• อาจจะไดจ้ากการสุม่ตวัอยา่ง (Sampling) ของ 
Continuous RP 
– Uniform Sampling ดว้ย Sampling Period 𝑇𝑇 = 1

𝑓𝑓𝑠𝑠
 

• เราได ้… , X −T ,𝑋𝑋 0 ,𝑋𝑋 𝑇𝑇 ,𝑋𝑋 2𝑇𝑇 ,𝑋𝑋 3𝑇𝑇 , … 
• ปกตจิะละ Sampling Period ไวฐ้านทีเ่ขา้ใจ เราได ้

… ,𝑋𝑋 −1 ,𝑋𝑋 0 ,𝑋𝑋 1 ,𝑋𝑋 2 ,𝑋𝑋 3 , … 
•  มกัจะเขยีนในลกัษณะ 𝑋𝑋 𝑛𝑛 ;𝑛𝑛 = 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 

𝑋𝑋(1) 𝑋𝑋(2) 𝑋𝑋(3) 𝑋𝑋(4) 𝑋𝑋(5) 𝑋𝑋(6) 𝑋𝑋(7) 𝑋𝑋(0) 𝑋𝑋(−1) 𝑋𝑋(−2) 𝑋𝑋(−3) 𝑋𝑋(−4) 𝑋𝑋(−5) 𝑋𝑋(−6) 𝑋𝑋(−7) 𝑋𝑋(−8) 



จํากดั Sequence ความยาว N 
• คา่ Autocorrelation สําหรับ N Samples  

– สมการจะลดรปู เหลอืแค ่Sum และเฉลีย่ N 
Point แตจ่ะเกดิการ Biased เพราะเราเฉลีย่
นอ้ยกวา่นัน้ 



Sequence ทัว่ไป 

 



મ઼��લ઼���દ્ધઙ્ખ  Correlation 
• 1. ดว้ยวธิกีราฟ 

– X(n) คณู X(n+m) คอื X(n) ทีเ่ลือ่นไปซา้ย m 
ตําแหน่ง 
• X(n-m) จะเลือ่นไปดา้นขวาแทน 

– จากนัน้ทําการคณูตวัอยา่งทีตํ่าแหน่งเดยีวกนั 
และจับผลลัพธม์าบวกกนั(Summation) 

– ถา้เป็น Autocorrelation ทําแคค่รึง่เดยีว 
เพราะ Rxx(m) เป็น Even Function 
• Cross Correlation ตอ้งทําทัง้สองดา้น 



મ઼��લ઼���દ્ધઙ્ખ  Correlation 
• 2. ดว้ยการแตก Summation 

– 𝑅𝑅𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑚𝑚 = ∑ 𝑥𝑥 𝑛𝑛 𝑥𝑥(𝑛𝑛 + 𝑚𝑚)∞
𝑛𝑛=−∞ = 𝑅𝑅𝑋𝑋𝑋𝑋 −𝑚𝑚  

– 𝑅𝑅𝑋𝑋𝑌𝑌 ±𝑚𝑚 = ∑ 𝑥𝑥 𝑛𝑛 𝑦𝑦(𝑛𝑛 ± 𝑚𝑚)∞
𝑛𝑛=−∞ , not Even 

– Index ของ Summation จะสิน้สดุแค ่Index ของ 
x(n) ก็พอ เพราะทีเ่หลอืจะเป็น ศนูย ์

– เชน่ x(n) = {2, 1, -1 ,3}, y(n) = {1,2,1,-1,-3,4,5} 
– 𝑅𝑅𝑋𝑋𝑋𝑋 2 = ∑ 𝑥𝑥 𝑛𝑛 𝑥𝑥 𝑛𝑛 + 2 =2

𝑛𝑛=−1 𝑅𝑅𝑋𝑋𝑋𝑋 −2  
• = 𝑥𝑥 −1 𝑥𝑥 1 + 𝑥𝑥 0 𝑥𝑥 2 + 𝑥𝑥 1 𝑥𝑥 3 + 𝑥𝑥 2 𝑥𝑥 4  
• = 2 −1 + 1 3 + −1 ∙ 0 + 3 ∙ 0 = 1 = 𝑅𝑅𝑋𝑋𝑋𝑋(−2) 

– 𝑅𝑅𝑋𝑋𝑋𝑋(−1) = ∑ 𝑥𝑥 𝑛𝑛 𝑦𝑦 𝑛𝑛 − 12
𝑛𝑛=−1 ≠ 𝑅𝑅𝑋𝑋𝑋𝑋(1) 

• = 𝑥𝑥 −1 𝑦𝑦 −2 + 𝑥𝑥 0 𝑦𝑦 −1 + 𝑥𝑥 1 𝑦𝑦 0 + 𝑥𝑥 2 𝑦𝑦 1  
• = 2 ∙ 2 + 1 ∙ 1 + −1 ∙ −1 + 3 ∙ −3 = −3 

 

-1    0     1    2 -3 -2  -1   0    1   2   3 



Random Process મ઼�ઙ્ખ �ઠ્ઠ �હ્યદ્નદ્બ 
• Counting Process 
• Birth and Death Process 
• Poisson Process 
• MarKov Process 
• MarKov Chain 



Counting Process 
 

N(t) 

t 



Poisson Process 
 



Poisson Process 
• ถา้แตล่ะเหตกุารณท์ีเ่กดิขึน้เป็น Random 

และไมข่ึน้ตอ่กนั มันจะเป็น Poisson 
– Probability ทีจ่ะม ีk เหตกุารณ์เกดิในชว่งเวลา 

t สามารถคํานวณไดจ้ากสตูร (ดหูนา้ถัดไป) 
– ระยะเวลาระหวา่งสองเหตกุารณ์ทีเ่กดิขึน้ เรยีก 

Inter-arrival time, 𝜏𝜏, จะมกีารกระจายแบบ 
Exponential ดว้ยคา่เฉลีย่ 1/λ,  
• 𝐹𝐹𝑋𝑋 𝜏𝜏 = 𝑃𝑃 𝑋𝑋 ≤ 𝜏𝜏 = 1−𝜆𝜆𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜏𝜏,𝑓𝑓𝑋𝑋 𝜏𝜏 = 𝜆𝜆𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 



Poisson Process 
 



Birth and Death Process 
 



State Diagram 
• พจิารณาจากระบบ มทีัง้ Birth ดว้ย Birth Rate 

λ(t) และ Death ดว้ย Death Rate µ(t) 
– เมือ่เราใหร้ะบบทํางาน ในระบบจะไมม่อีะไรอยู ่เรา

เรยีกวา่อยูท่ี ่State 0 
– เมือ่มหีนึง่ Event เขา้มา หรอื Birth ระบบจะม ีEvent 

เพิม่ขึน้และจะไปอยูท่ี ่State ทีม่ากกวา่ปัจจบุนั “หนึง่” 
– เมือ่มหีนึง่ Event จบลง (Death) ระบบจะลด State ลง

หนึง่ 
– คา่ State ของระบบคอืจํานวน Event ทีม่อียูใ่นระบบ 
– การกระโดดไปยงั State ทีส่งูกวา่ หรอืตํา่กวา่ สามารถ

กําหนดดว้ย Probability และเขยีนไดใ้นลกัษณะของ 
State Diagram 

• ถา้ระบบไมม่กีารจดจํา เราเรยีก Diagram นีเ้ป็น MarKov Model  
• ระบบคอื MarKov Process 
• การ Transition จาก State หนึง่ ไปอกี State หนึง่ กําหนดได ้

โดยคา่ Probability ทีค่งที ่



MarKov Process and Markov Chain 
 

xn xn+1 xn+2 xn-1 xn-2 



Markov Process and Markov Chain 

 

n n+1 n+2 n-1 n-2 



MarKov Chain 
• สําหรับ MarKov Chain (Discrete State แต ่

Time อาจจะเป็น Continuous หรอื Discrete) 
– ในขัน้นี ้เราจะเนน้ที ่Discrete Time Markov Chain 
– สมมตุแิกนเวลา ถกูแบง่เป็น Time Slot ทีเ่ทา่กนั 

และเราอยูท่ี ่State i ใน Time Slot ปัจจบุนั ดงันัน้
จะมเีหตกุารณ์เกดิไดด้งันี ้
• ระบบอยูท่ี ่State เดมิ ใน Time Slot หนา้ ดว้ยคา่ 

Probability 𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖 
• ระบบมกีารเปลีย่น State ไปยงั State อืน่ๆ ดว้ยคา่ 

Probability 𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖; 𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑁𝑁, 𝑗𝑗 ≠ 𝑖𝑖 

 Note: Continuous Time MarKov Chain สามารถ Model จาก Discrete Time 
MarKov Chain โดยให้ Limit ระยะห่างของ Time Slot เข้าสู่ศูนย์ 



Discrete Time Markov Chain 

2 3 4 1 0 

ในรปูไมไ่ดแ้สดง Transition หมดทกุเสน้ 

𝑃𝑃0,0 
𝑃𝑃0,1 
𝑃𝑃1,0 

𝑃𝑃1,1 𝑃𝑃2,2 𝑃𝑃3,3 𝑃𝑃4,4 
𝑃𝑃0,2 

𝑃𝑃0,3 
𝑃𝑃0,4 

𝑃𝑃2,0 

𝑃𝑃3,0 𝑃𝑃4,0 

𝑃𝑃1,2 
𝑃𝑃2,1 

𝑃𝑃2,3 
𝑃𝑃3,2 

𝑃𝑃3,4 

𝑃𝑃4,3 



Discrete Time Markov Chain 

 

ถา้ระบบมไีดถ้งึ State N, (State 0,1,2,…,N),  
Transition Matrix จะมขีนาด (N+1)คณู(N+1) 



Discrete Time Markov Chain 

 



Notations: દ્ભ��દ્મ��� Discrete Time MarKov 
Chain 

• State Probability 
– คอื Probability ทีจ่ะพบวา่ระบบอยูท่ี ่State ใดๆ 
𝑝𝑝𝑖𝑖 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 = 𝑖𝑖, 𝑖𝑖 = 0,1, … ,𝑁𝑁 

– ∑ 𝑝𝑝𝑥𝑥𝑁𝑁
𝑥𝑥=0 = 1 

• Transition Probability 
– คอื Probability ทีร่ะบบจะกระโดดจาก State 

หนึง่ใน Time Slot ปัจจบุนั ไปยังอกี State หนึง่
ใน Time Slot หนา้ อยา่ลมืวา่ระบบไมม่กีารจํา 

– 𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑃𝑃 𝑋𝑋𝑛𝑛 = 𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑛𝑛+1 = 𝑗𝑗 ; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 0,1, … ,𝑁𝑁 

– ∑ 𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑁𝑁
𝑗𝑗=0 = 1 

• ระบบอยูท่ี ่Equilibrium คา่เหลา่นีจ้ะไมเ่ปลีย่น 
 

 
 



Discrete Time Markov Chain 

 



Discrete Time Markov Chain 

 



Discrete Time Markov Chain 

 



Discrete Time Markov Chain 

 



Discrete Time Markov Chain 

 



สรปุ MarKov Chain 
• สถานะของระบบ ดไูดจ้ากจํานวณ Event ทีอ่ยูใ่นระบบ 

เรยีก State ของระบบ 
– ถา้ State เป็น Discrete เราได ้MarKov Chain 

• มคีา่ Probability สองชดุทีอ่ธบิายการทํางานของระบบ 
– State Probability: Probability ทีร่ะบบจะอยูท่ี ่State ใด 

State หนึง่ 
• ผลรวมของ State Probability จะตอ้งเทา่กบั 1 

– Transition Probability: Probability ทีร่ะบบจะมกีารเปลีย่น 
State 
• อธบิายจาก Transition Matrix 
• ผลรวมของ Transition Probability แตล่ะแถว จะตอ้งเทา่กบั 1 

• ถา้ระบบอยูท่ี ่Equilibrium คา่ Probability ของ State 
จะไมเ่ปลีย่น และสามารถอธบิายไดด้ว้ย Global Balance 
Equation 

• MarKov Chain ทีเ่ราสนใจคอื Irreducible และ 
Aperiodic 



Detailed Balance Equation: 
Simple MarKov Chain 

• Detailed Balance Equation 

ระบบจะอย ูท่ ี ่State เดมิ หรอืกระโดดไปยงั State ขา้งเคยีงเทา่น ั�น 



Markov Chain(Detailed Bal Eq) 

• Detailed Balance Equation 



• Transition Matrix ของ Simple Markov 
Chain จะมลีักษณะเป็น Tridiagonal 
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Example 
• MarKov Chain แสดงดว้ย Markov Model 

ดงัรปูขา้งลา่ง 
– 1. จงหา Transition Matrix 
– 2. จาก Transition Matrix จงคํานวณหา State 

Probability 
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Example 
– 1. จงหา Transition Matrix 
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Example 
– 1. จงหา Transition Matrix 
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Example 
– 2. จงคํานวณหา State Probability 
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Example 
– 2. จงคํานวณหา State Probability 
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Example 
– 2. จงคํานวณหา State Probability 
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Example 
– 2. จงคํานวณหา State Probability 
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Example 
– 2. จงคํานวณหา State Probability 
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Example 
– 2. จงคํานวณหา State Probability 
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Homogeneous Linear Eq.  ยงัแก้สมการไม่ได้ 



Example 
– 2. จงคํานวณหา State Probability 
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ตอ้งนําสมการที ่4 มาใสเ่สมอ + อกี 3 สมการอะไรก็ได ้
สมการ Non Homogeneous System of Linear Equation  

แกไ้ดโ้ดยวธิ ีElimination จะได ้Unique Solution 



Example 
– 2. จงคํานวณหา State Probability 
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Non Homogeneous System of Linear Equation  
แกไ้ดโ้ดยวธิ ีElimination จะได ้Unique Solution 

Algorithm ในการแกส้มการ จะกลา่วภายหลงั 



Example 
– 2. จงคํานวณหา State Probability 
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Example 
– 2. จงคํานวณหา State Probability 
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Example 
– 2. จงคํานวณหา State Probability 
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Example: Simple MarKov 
• MarKov Chain แสดงดว้ย Markov Model 

ดงัรปูขา้งลา่ง 
– 1. จงหา Transition Matrix 
– 2. จาก Transition Matrix จงคํานวณหา 
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Example: Simple MarKov 
• Transition Matrix 

0 1 2 3 

0.5 0.8 0.5 0.6 

0.5 0.1 

0.1 

0.3 

0.2 0.2 
4 

0.4 

0.2 

0.6 























=























==

4.06.0000
2.06.02.000

03.05.02.00
001.08.01.0
0005.05.0

4,43,42,41,40,4

4,33,32,31,30,3

4,23,22,21,20,2

4,13,12,11,10,1

4,03,02,01,00,0

PPPPP
PPPPP
PPPPP
PPPPP
PPPPP

P



Example: Simple MarKov 
• State Probability 
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Example: Simple MarKov 
• State Probability 
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Example: Simple MarKov 
• State Probability 
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End of Chapter 5 
• Chapter 6 

– Introduction to Queuing Theory 

• Homework Chapter 5 Download 
– เนน้ที ่Correlation ของ Stationary RP และ 

การใช ้Global/Detailed Balance Equation 
ใน MarKov Chain 



CPE 332 
Computer Engineering 

Mathematics II 
Week 6 

Part II, Chapter 6 
Queuing System 

 



Topics 

• Birth and Death Process 
• Unlimited Server 
• N Servers 
• Single Server, M/M/1 
• Kendal Notation 
• Applications 

 



System 
• ระบบประกอบดว้ย Input และ Output 
• พจิารณาระบบทีม่กีารใหบ้รกิาร(Service) แก่

ลกูคา้ (Customer) 
– ลกูคา้เขา้มาในระบบเพือ่ขอรับบรกิาร (Input) 
– ระบบม ีResource ทีจํ่ากดัในการใหบ้รกิาร 
– ลกูคา้ เมือ่ไดรั้บบรกิารแลว้ ออกไปจากระบบ 

(Output) 
• ระบบขายของหนา้รา้น, ระบบหนา้ธนาคาร, ระบบ

การจราจร, ระบบ Operating System ใน
คอมพวิเตอร,์ สถานน้ํีามัน/แกส๊, ควิจา่ยของ/
อาหาร, ระบบสือ่สารขอ้มลู, ระบบโทรศพัท ์และ
อืน่ๆอกีมาก 



Queuing System 

System Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

1.อตัราการเขา้มาของลกูคา้ คอื Arrival Rate 
2.อตัราการออกไปของลกูคา้เม ือ่ไดร้บับรกิารเสร็จคอื Departure Rate 

3. State ของระบบคอืจาํนวนลกูคา้ทีอ่ย ูใ่นระบบ ทีร่อบรกิาร  
     หรอืก ําลงัถกูบรกิาร 

4. ถา้ระบบไมม่กีารจดจาํ การบรกิารลกูคา้แตล่ะรายเหมอืนกนั  
    และไมข่ ึ�นกบัอดตี เราสามารถใช ร้ปูแบบ MarKov Chain อธบิายระบบ 



Queuing System 

System Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

Birth Rate Death Rate 

5. ถา้เราแบง่ช ว่งเวลาการเขา้มาของลกูคา้เป็นชว่ง Time Slot  
    และบนัทกึเหตกุารณ ท์ ีเ่กดิข ึ�นในแตล่ะ Time Slot 

 a) มลีกูคา้ใหมเ่ขา้มา เพ ือ่ขอใชบ้รกิาร (State ของระบบจะเพ ิม่) 
หรอื  b) มลีกูคา้ทีไ่ดร้บับรกิารแลว้ออกจากระบบไป (State จะลด) 

หรอื  c) ไมม่ลีกูคา้ใหม ่และไมม่ลีกูคา้ทีใ่หบ้รกิารเสร็จ (State คงเดมิ) 
6. จาก Model ขอ้ 5 เราจะได ้Discrete Time Markov Chain 

7. ถา้ช ว่งเวลาของ Time Slot ส ั�นมากจนกระท ัง่ลกูคา้ทีเ่ขา้มา หรอืออกไป 
     ในชว่งหน ึง่ Time Slot สามารถมไีดแ้คค่นเดยีว 

         เราจะสามารถ Model ระบบไดเ้ป็น Simple MarKov Model 



Queuing System 

System Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

Birth Rate Death Rate 

ถา้ λ < µ ระบบจะสามารถ 
เขา้สู ่Equilibrium ได ้

𝜌𝜌 = 𝜆𝜆
𝜇𝜇; Server Utilization 



Queuing System 
Simple MarKov Model 

System Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

Birth Rate Death Rate λ < µ 

Detailed Balance Equation: 𝒑𝒑𝒊𝒊𝑷𝑷𝒊𝒊𝒊𝒊 = 𝒑𝒑𝒋𝒋𝑷𝑷𝒋𝒋𝒋𝒋 
สาํหรบัสอง State i, j ทีอ่ย ูต่ดิกนัใดๆ 



Queuing System 
Simple MarKov Model 

System Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

Birth Rate Death Rate λ < µ 
𝒑𝒑𝒊𝒊𝑷𝑷𝒊𝒊𝒊𝒊 = 𝒑𝒑𝒋𝒋𝑷𝑷𝒋𝒋𝒋𝒋 

ในทีน่ ี�เราจะพจิารณ ากรณ ี 
1. ทีล่กูคา้แตล่ะรายเขา้มาในระบบแบบ Random  

     และเป็น Poisson Process 
2. เวลาในการใหบ้รกิารของลกูคา้แตล่ะราย เป็น Random 

     มกีารกระจายแบบ Exponential 



Queuing System 
Simple MarKov Model 

System Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

Birth Rate Death Rate λ < µ 
𝒑𝒑𝒊𝒊𝑷𝑷𝒊𝒊𝒊𝒊 = 𝒑𝒑𝒋𝒋𝑷𝑷𝒋𝒋𝒋𝒋 

Arrival: 1. Probability ทีจ่ะมลีกูคา้ k คนเขา้มาในชว่ง T วนิาท ี

𝑷𝑷 𝒌𝒌 = 𝑷𝑷 𝑿𝑿 = 𝒌𝒌 =
(𝝀𝝀𝝀𝝀)𝒌𝒌𝒆𝒆𝝀𝝀𝑻𝑻

𝒌𝒌!
;𝒌𝒌 = 𝟎𝟎,𝟏𝟏,𝟐𝟐, … 

             เม ือ่ 𝝀𝝀 เป็นคา่เฉล ีย่จาํนวนลกูคา้ทีเ่ขา้มา ตอ่วนิาท ี 
              2. คา่ Inter-arrival Time, 𝝉𝝉 จะมกีารกระจายแบบ  

             Exponential ดว้ยคา่เฉล ีย่ 𝟏𝟏 𝝀𝝀⁄  
  𝑷𝑷 𝑻𝑻 ≤ 𝝉𝝉 = 𝟏𝟏 − 𝝀𝝀𝒆𝒆−𝝀𝝀𝝀𝝀 



Queuing System 
Simple MarKov Model 

System Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

Birth Rate Death Rate λ < µ 
𝒑𝒑𝒊𝒊𝑷𝑷𝒊𝒊𝒊𝒊 = 𝒑𝒑𝒋𝒋𝑷𝑷𝒋𝒋𝒋𝒋 

Departure: 1. เวลาเฉล ีย่ท ีล่กูคา้ใชบ้รกิาร = 𝑻𝑻𝒔𝒔(Service Time) 
                        จะมกีารกระจายแบบ Exponential 

  Probability ทีล่กูคา้จะใช เ้วลาบรกิาร นอ้ยกวา่หรอื 
                         เทา่กบั 𝒕𝒕 𝑷𝑷 𝑻𝑻 ≤ 𝒕𝒕 = 𝟏𝟏 − 𝟏𝟏

𝑻𝑻𝒔𝒔
𝒆𝒆−

𝒕𝒕
𝑻𝑻𝒔𝒔�  

             2. Departure Rate คอือตัราทีล่กูคา้ออกจากระบบ 
                        เม ือ่ไดร้บับรกิารเสร็จ(อตัราการใหบ้รกิารแกล่กูคา้) 

                                  𝝁𝝁 = 𝟏𝟏
𝑻𝑻𝒔𝒔

 



Queuing System Case 1:  
Unlimited Server; No Queue 

System Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

1. ลกูคา้ทีเ่ขา้มา เป็น Random ดว้ยอตัราเฉลีย่ 𝜆𝜆 และมกีารกระจายแบบ Poisson 
2. สมมตุวิา่ Customer แตล่ะคนทีเ่ขา้มาไดรั้บการ Service จากระบบทันท ี(ระบบม ี

        Server จํานวนไมจํ่ากดั และรับ Customer ไดไ้มจํ่ากดั) 
3. เวลาทีใ่ชใ้นการ Service เป็น เป็น Exponential ดว้ยเวลาเฉลีย่ 𝑇𝑇𝑠𝑠 

4. ระบบสามารถรับ Customer ไดไ้มจํ่ากดั 
5. ลกูคา้เขา้มาไดท้ลีะคน และออกทลีะคน 

6. ระบบนีเ้รยีก M/M/∞ 

… ∞ 



Queuing System Case 1:  
Unlimited Server; No Queue 

System Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

λ < µ 

1. สมมตุวิา่ Customer แตล่ะคนทีเ่ขา้มาเป็น Poisson และไดรั้บการ Service จากระบบทันท ี
2. เวลาทีใ่ชใ้นการ Service เป็น Random สมมตุวิา่เป็น Exponential ดว้ยเวลาเฉลีย่ T 

3. ระบบสามารถรับ Customer ไดไ้มจํ่ากดั แตเ่ขา้มาไดท้ลีะคน และออกทลีะคน 
4. ระบบนีเ้รยีก M/M/∞ แสดงไดด้ว้ย Simple Markov Model 

5. เราสามารถพสิจูนไ์ดว้า่คา่ State Probability จะมกีารกระจายแบบ Poisson 
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Queuing System Case 2: Lost System 
Limited Server=N; No Queue 

System, N Server Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

λ < µ 

1. สมมตุวิา่ Customer แตล่ะคนทีเ่ขา้มาเป็น Poisson และไดรั้บการ Service จากระบบทันท ี
2. เวลาทีใ่ชใ้นการ Service เป็น Random สมมตุวิา่เป็น Exponential ดว้ยเวลาเฉลีย่ T 

3. ระบบสามารถรับ Customer ได ้N ถา้ทกุ Server เต็ม จะรับ Customer ใหมไ่มไ่ด ้(Lost) 
4. ระบบนีเ้รยีก M/M/N/N แสดงไดด้ว้ย N-state Simple Markov Model 

5. State Probability จะมกีารกระจายแบบ First Erlang (Erlang B) Distribution 
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Queuing System Case 3: Delay System 
Limited Server=N; With Unlimited Queue 

System, N Server Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

λ < µ 

1. สมมตุวิา่ Customer แตล่ะคนทีเ่ขา้มาเป็น Poisson และไดรั้บการ Service จากระบบทันท ี
2. เวลาทีใ่ชใ้นการ Service เป็น Random สมมตุวิา่เป็น Exponential ดว้ยเวลาเฉลีย่ T 

3. ระบบสามารถรับ Customer ไดไ้มจํ่ากดั แตจ่ะ Service ไดส้งูสดุ N พรอ้มๆกนั  
4. ถา้ทกุ Server เต็ม Customer ใหมจ่ะตอ้งรอใน Queue ในกรณีนีจ้ะเกดิ Queuing Delay 

5. ระบบนีเ้รยีก M/M/N หรอื M/M/N/∞ แสดงไดด้ว้ย Simple Markov Model 
6. State Probability จะมกีารกระจายแบบ Second Erlang (Erlang C) Distribution 
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Queuing System Case 3: Delay System 
Server=1; With Unlimited Queue; M/M/1 

System, 1 Server Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

λ < µ 

1. สมมตุวิา่ Customer แตล่ะคนทีเ่ขา้มาเป็น Poisson และไดรั้บการ Service จากระบบทันท ี
2. เวลาทีใ่ชใ้นการ Service เป็น Random สมมตุวิา่เป็น Exponential ดว้ยเวลาเฉลีย่ T 

3. ระบบสามารถรับ Customer ไดไ้มจํ่ากดั แตจ่ะ Service ไดค้รัง้ละคน 
4. ถา้ทกุ Server เต็ม Customer ใหมจ่ะตอ้งรอใน Queue ในกรณีนีจ้ะเกดิ Queuing Delay 

5. ระบบนีเ้รยีก M/M/1 หรอื M/M/1/∞ แสดงไดด้ว้ย Simple Markov Model 
6. State Probability จะมกีารกระจายแบบ Second Erlang (Erlang C) Distribution 
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Queuing System: Model 

S Customer Customer 

Arrival Rate = λ 

S 

S 

S 

M/M/N  
Queuing System 

Queue(FIFO) 

Servers 

Service Rate  
= µ=1/Ts 



M/M/1: Summary 

S 
λ µ=1/Ts 

Arrival = Poisson, λ 
Inter Arrival Time = Exponential, 1/λ 

Service Rate, µ 
Service Time, Ts (1/µ) = Exponential 

Queue = FIFO 
1 Server 



Queuing Model(1 Server); 
M/M/1 

λ

0 1 N+1 N+2 X 

Queue = 0, No Delay Queue = Delay 

arrival rate 
1/Ts = service rate 

For each server 

sT/1=µ

Server วา่ง Server Busy 



การทาํงานของ M/M/1 

No Q Delay 
Queue Empty 

Delay 
Customer Wait in Q 

Severe Delay 
Queue Overflow (Full) 

Congestion 
Packet Lost 

State = 0 

State = 1 

State = x; Queue = infinity 

State = x; x = Q+1 

กรณีที ่Queue มขีนาดจํากดั = Q 



เปรยีบเทยีบ Queuing Model  
(N Server); M/M/N 

0 1 i j N N+1 N+2 X 

Queue = 0, No Delay Queue = Delay 

A/h=arrival rate 
1/h = service rate 
For each server 

Maximum Service Rate 
= N/h 

Service Rate at State 
k = k/h 

Server วา่ง 
1 Server Busy 

i Server Busy N Server Busy 



M/M/N 

No Delay 
Queue Empty 

Delay 
Customer Wait in Q 

Severe Delay 
Queue Overflow (Full) 

Congestion 

State < N 

State >= N 

Limited Q 



Network Model using 
M/M/1 

แตล่ะ Router เชือ่มตอ่กนัดว้ย Logical Link เดยีว 
เสมอืนวา่ม ีTransmitter ตวัเดยีวในการสง่ขอ้มลูผา่น Link 



Network Model (M/M/1) 

สมมตุวิา่คอมพวิเตอรท์ีต่อ่กบั Router  
ตอ้งการสง่ขอ้มลูถงึกนั ตามเสน้ทางทีกํ่าหนด 



Network Model (M/M/1) 

ที ่Output ของ Router สามารถ Model โดยใช ้M/M/1 



Network Model (M/M/1) 

ถา้เราใหท้กุ Model เป็น M/M/1  
ดงันัน้ Delay จะเป็นผลรวมของ Delay แตล่ะอนั 



Kendal Notation 
 



Kendal Notation 
 



Kendal Notation 
 



Next Week 
• M/M/1 Analysis and Examples 
• HW 5 Due 



CPE 332 
Computer Engineering 

Mathematics II 
Week 7 

Part II, Chapter 6 
Queuing System Continue 

Extra: PRNG 
 



Topics 

• Single Server, M/M/1 
• Kendal Notation 
• Applications 

 



Queuing System Case 3: Delay System 
Limited Server=N; With Unlimited Queue 

System, N Server Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

λ < µ 

1. สมมตุวิา่ Customer แตล่ะคนทีเ่ขา้มาเป็น Poisson และไดรั้บการ Service จากระบบทันท ี
2. เวลาทีใ่ชใ้นการ Service เป็น Random สมมตุวิา่เป็น Exponential ดว้ยเวลาเฉลีย่ T 
3. ระบบสามารถรับ Customer ไดไ้มจํ่ากดั แตจ่ะ Service ไดส้งูสดุ N พรอ้มๆกนั  
4. ถา้ทกุ Server เต็ม Customer ใหมจ่ะตอ้งรอใน Queue ในกรณีนีจ้ะเกดิ Queuing Delay 
5. ระบบนีเ้รยีก M/M/N หรอื M/M/N/∞ แสดงไดด้ว้ย Simple Markov Model 
6. State Probability จะมกีารกระจายแบบ Second Erlang (Erlang C) Distribution 
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Queuing System Case 3: Delay System 
Server=1; With Unlimited Queue; M/M/1 

System, 1 Server Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

λ < µ 

1. สมมตุวิา่ Customer แตล่ะคนทีเ่ขา้มาเป็น Poisson และไดรั้บการ Service จากระบบทันท ี
2. เวลาทีใ่ชใ้นการ Service เป็น Random สมมตุวิา่เป็น Exponential ดว้ยเวลาเฉลีย่ T 
3. ระบบสามารถรับ Customer ไดไ้มจํ่ากดั แตจ่ะ Service ไดค้รัง้ละคน 
4. ถา้ทกุ Server เต็ม Customer ใหมจ่ะตอ้งรอใน Queue ในกรณีนีจ้ะเกดิ Queuing Delay 
5. ระบบนีเ้รยีก M/M/1 หรอื M/M/1/∞ แสดงไดด้ว้ย Simple Markov Model 
6. State Probability จะมกีารกระจายแบบ Second Erlang (Erlang C) Distribution 
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M/M/1: Summary 

S 
λ µ=1/Ts 

Arrival = Poisson, λ 
Inter Arrival Time = Exponential, 1/λ 
Service Rate, µ 
Service Time, Ts (1/µ) = Exponential 
Queue = FIFO 
1 Server 



Queuing Model(1 Server); 
M/M/1 

λ

0 1 N+1 N+2 X 

Queue = 0, No Delay Queue = Delay 

arrival rate 
1/Ts = service rate 
For each server 

sT/1=µ

Server วา่ง Server Busy 



การทาํงานของ M/M/1 

No Q Delay 
Queue Empty 

Delay 
Customer Wait in Q 

Severe Delay 
Queue Overflow (Full) 
Congestion 
Packet Lost 

State = 0 

State = 1 

State = x; Queue = infinity 

State = x; x = Q+1 

กรณีที ่Queue มขีนาดจํากดั = Q 



Kendal Notation 
 



Kendal Notation 
 



Kendal Notation 
 



Analysis ય઼�શ઼ M/M/1 
• สมมตุติอนแรกวา่ Queue มขีนาดไมจํ่ากดั 
• ใช ้M/M/1 ในการ Model แตล่ะ Port ของ Router (หรอื 

Switch L3) 
• Arrival คอืจํานวน Packet ทีเ่ขา้มาในชว่งเวลาหนึง่ ปกติ

วดัเป็น pps 
• ขนาดของ Packet สมมตุวิา่ไมแ่น่นอน แตม่กีารกระจาย

แบบ Exponential 
– Service Time ของแตล่ะ Packet จะเป็น Exponential ดว้ย ทัง้นี้

ข ึน้อยูก่บัคา่ Link Speed ของ Output Port 
• คา่ Server Utilization เทา่กบัอตัราสว่นของ Arrival 

Rate หารดว้ย Service Rate จะบง่บอกอตัราสว่นที ่
Server จะ Busy และคอื Link Utilization ของ Output 
Port ดว้ย 

µλρ /=



Queuing in Communication 
NW and M/M/1 

Arrival Rate Service Rate = 1/Service Time 

sTλµλρ == /

λ sT/1=µ



Example 
• Router ไดรั้บ Packet เฉลีย่ 8 pps 

– ความยาวของ Packet มกีารกระจายแบบ Exponential 
ดว้ยความยาวเฉลีย่ 500 Octet 

– Link ทีจ่ะสง่ออกไป มคีวามเร็ว 64 kbps 
• 1. Arrival Rate,λ = 8 pps 
• 2. ความยาวเฉลีย่ของ Packet = 4000 bit 
• 3. ความเร็ว Link = 64 k ดงันัน้ Service Time, Ts 

ของแตล่ะ Packet = 4000/64k = 1/16 
• 4. Service Rate(µ) = 16 pps 
• 5. Server Utilization = 8/16 =0.5 = 50% 



Assumption 
• 1. อยา่ลมืวา่ Packet ทีเ่ขา้มา ตอ้งเป็น 

Independent และ Random มันจงึเป็น 
Poisson 

• 2. ความยาวของ Packet จะสมมตุวิา่เป็น 
Exponential ดงันัน้ Service Time จะเป็น 
Exponential ดว้ย แมว้า่สมมตุฐิานนีจ้ะไม่
ถกูตอ้งนัก 

• 3. ม ีOutput Link เดยีว คอืเป็น Single 
Server 

• 4. ดงันีแ้ลว้ จงึจะเป็น M/M/1 



Utilization 
• Utilization บอกอตัราสว่นที ่Server จะ 

Busy และสมัพันธก์บั Probability ที ่
Queue จะวา่ง 
– Probability ที ่Server วา่ง 

• ใน Network คอืคอื Probability ที ่
Output Link จะ Busy ดว้ย  

ρ−1

sTλµλρ == /



Arrival Rate 

• เนือ่งจาก Arrival Rate มกีารกระจายแบบ 
Poisson ดงันัน้ถา้ให ้      เป็นอตัราเฉลีย่
ของ Customer (Packet) ทีเ่ขา้มาใน
ชว่งเวลา 1 วนิาท ี
– Probability ทีจ่ะม ีk customer (Packet) เขา้

มาในชว่งเวลา T วนิาทจีะหาไดจ้าก 
 

λ

!
)()()(
k

eTkpkXp
Tk λλ −

===
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Service Time 

•     เป็น Service Time เฉลีย่ และ Service 
Rate หาไดจ้าก 

• เนือ่งจาก Service Time เป็น Random 
Variable ทีม่กีารกระจายแบบ Exponential 
ดงันัน้ Probability ที ่Service Time จะมี
คา่นอ้ยกวา่ T จะเป็น 
 

sT
sT/1=µ

sTTeTtp /1)( −−=<



Queue Distribution 

• การกระจายของ Customer (State Probability) 
สามารถคํานวณไดจ้าก Probability ที ่ระบบ จะม ี
k Packet อยูด่งันี ้
 

• โดยที ่p0 คอื Probability ที ่ระบบ จะวา่ง 
 

• ดงันัน้ เราได ้
• กลา่วคอื การกระจายของ Customer ในระบบ 

หรอืคา่ State Probability จะเป็น Geometric 
Distribution  

k
sk Tpp )(0 λ=

sTp λρ −=−= 110
kk

ssk TTp ρρλλ )1())(1( −=−=



લ઼��હ્યસ઼દ્ઘ��� Customer હ્વ�����, N 
લ઼��લ઼��હ્યસ઼દ્ઘ���ય઼�શ઼ State, 𝐸𝐸[𝑋𝑋] 

จาก 𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑥𝑥 = 1 − 𝜌𝜌 𝜌𝜌𝑥𝑥 เราได ้
      𝐸𝐸 𝑋𝑋 = ∑ 𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑥𝑥∞

𝑥𝑥=0 = (1 − 𝜌𝜌)∑ 𝑥𝑥𝜌𝜌𝑥𝑥∞
𝑥𝑥=0  

    แตจ่าก (CPE231) ∑ 𝑥𝑥𝜌𝜌𝑥𝑥−1∞
𝑥𝑥=0 = 1

(1−𝜌𝜌)2
 

ดงันัน้  

  𝑋𝑋 = 1 − 𝜌𝜌 𝜌𝜌∑ 𝑥𝑥𝜌𝜌𝑥𝑥−1∞
𝑥𝑥=0 = 𝜌𝜌

1−𝜌𝜌
 



Queuing Delay 

• จาก Geometric Distribution คา่เฉลีย่ 
คอืจํานวน Customer เฉลีย่ คอืจํานวน 
Packet เฉลีย่ในระบบ จะหาไดจ้าก 
 
 

• ถา้คดิเฉพาะจํานวน Customer เฉลีย่ใน 
Queue เราจะได ้ 
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Queuing Delay 

• สําหรับ Network คา่เฉลีย่ จํานวน Packet 
เฉลีย่ใน ระบบ และใน Queue จะหาไดจ้าก 
 
 

• ถา้แตล่ะ Packet ตอ้งใชเ้วลาเฉลีย่ในการ 
Service       ดงันัน้ คา่ Queuing Delay 
จะเป็น  
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System Delay 

• แตล่ะ Packet ตอ้งใชเ้วลาเฉลีย่ในการ 
Service       ดงันัน้ คา่ Queuing Delay 
จะเป็น 
 

• และเวลาเฉลีย่ทัง้หมดทีล่กูคา้จะตอ้งรอใน
ระบบทัง้หมดจะเป็น  
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Little’s Theorem 

• ถา้ T เป็นเวลาเฉลีย่ทีล่กูคา้อยูใ่นระบบ และ 
λ เป็น Arrival Rate ดงันัน้จํานวนลกูคา้
เฉลีย่ในระบบจะเทา่กบั 

WN
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Q λ
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สรุป M/M/1 

 



สรุป M/M/1 

 



สรุป M/M/1 

 



M/M/1 Example 1 
 

6 5 4 3 2 1 

S 

λ = ? 

µ = ? 



M/M/1 Example 1 
 



M/M/1 Example 1 
 



M/M/1 Example 1 
 



M/M/1 Example 1 
 



M/M/1 Example 2 
 

λ = ? µ = ? 



M/M/1 Example 2 
 



4.ธนาคารต้องจดัที่น่ังก่ีที่(รวมที่น่ังตอนใช้บริการ)เพื่อจะ
ให้แน่ใจว่าอย่างน้อย 80% ของผู้ที่เข้ามาจะได้น่ัง 



4.ธนาคารต้องจดัที่น่ังก่ีที่(รวมที่น่ังตอนใช้บริการ)เพื่อจะ
ให้แน่ใจว่าอย่างน้อย 80% ของผู้ที่เข้ามาจะได้น่ัง 

𝑥𝑥 = 9 



M/M/1 Example 3 
 



M/M/1 Example 3 
 



M/M/1 Example 3 



End of Chapter 6 
• HW6 Due Monday Noon 

– สง่ทีพ่ีห่นึง่เทา่นัน้ กอ่นเทีย่ง จันทร ์29 ก.พ. 
– ใสต่ะกรา้ หนา้โตะ๊ Counter อยา่สง่ผดิที ่
– เฉลยจะประกาศวันถัดไปบน Web 

• Next  
– Random Number Generator 
– Preparation for Midterm Exam 



Topics 

• Random Number and Properties 
• Random Number Test 
• Pseudo Random Number Generator 
• MT Exam Preparation 

 



Random Number 
• Random Number เป็น Set ของตวัเลขที่

สุม่ขึน้มาแบบอสิระ(Random) และไมข่ึน้ตอ่
กนั (Independent) โดยมคีา่การกระจาย 
(Distribution) ของชดุตวัเลข ตามที่
กําหนดแบบใดแบบหนึง่ 

• เลขแตล่ะตวัทีสุ่ม่จะตอ้งไมม่คีวามสมัพันธ์
กนั ทดสอบไดจ้ากคา่ Correlation 
 
 



મ઼��હ્વહ઼�શ઼�� Random Number 
• Gambling 
• Statistical Sampling 
• Simulation 
• Cryptography 
• Computer Games 
• Hash Algorithm/Searching Algorithm 



Random Number Generation 
• เป็นอปุกรณท์ีใ่ชเ้ป็นตวักําเนดิชดุของตวัเลข 

Random ทีต่อ้งการ 
– True Random Number Generator(TRNG)  

• ประกอบดว้ยอปุกรณ์ทาง Physic ทีใ่ชกํ้าเนดิตวัเลข 
• มกัจะไดจ้ากแหลง่กําเนดิของ Noise ทีเ่กดิตาม

ธรรมชาต ิ
– Thermal Noise/Shot Noise/Radioactive 

• หรอืใช ้Roulette Wheel 
– Pseudo Random Number Generator(PRNG) 

• Computational Algorithm จากสมการทาง
คณติศาสตร ์โดยเริม่จากตวัเลข “Seed” 

• มคีณุสมบตเิหมอืนกบัเป็น Random แตม่ ีPeriod และ
สามารถคํานวณลว่งหนา้ตามสมการได ้ 



PRNG: Pseudo Random Number Generator: 
Linear Congruential Generator 

• เริม่จาก “Seed”, 𝑋𝑋0 และคํานวณ Series 
𝑋𝑋1,𝑋𝑋2,𝑋𝑋3, … จากสมการ Recurrence 

 𝑋𝑋𝑛𝑛+1 = 𝑎𝑎𝑋𝑋𝑛𝑛 + 𝑏𝑏 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑚𝑚  
–  a, b และ m เป็น Integer ปกตจิะมขีนาดใหญ;่ จํานวนเลขสงูสดุ

ทีไ่มซ่ํ้ากนัจะถกูกําหนดดว้ยคา่ Modulus m 
• Sequence ทีไ่ดจ้ะมคีา่ระหวา่ง [0,m) หรอื 0 ≤ 𝑋𝑋 < 𝑚𝑚 
• Seed 𝑋𝑋0; 0 ≤ 𝑋𝑋0 < 𝑚𝑚  
• Multiplier 𝑎𝑎;  0 < 𝑎𝑎 < 𝑚𝑚 
• Increment 𝑏𝑏; 0 ≤ 𝑏𝑏 < 𝑚𝑚 
• ถา้ b = 0 เราเรยีก Multiplicative Congruential Generator หรอื Lehmer 

Generator มฉิะนัน้แลว้เราเรยีก Mixed Congruential Generator 
–  ตวัเลขทีไ่ดจ้ะมกีารกระจายแบบ Uniform ถา้ตอ้งการการกระจาย

แบบอืน่ จะใชก้าร Transformation 
–  Algorithm นีเ้รยีก LCG หรอื Linear Congruential 

Generator เป็นวธิทีีง่า่ยในการสรา้ง PRN 

 



Period of LCG 
• Period มคีา่ไดส้งูสดุคอื m เรยีก Full 

Period 
– บางกรณีจะไดน้อ้ยกวา่นัน้ ขึน้อยูก่บัการเลอืกคา่ 

‘a’ และในกรณีที ่b=0 
• Generator จะม ีFull Period ก็ตอ่เมือ่ 

(Hull-Dobell Theorem) 
– 1. b และ m เป็น Relative Prime 
– 2. a-1 จะตอ้งสามารถหารไดด้ว้ยทกุๆ factor 

ทีเ่ป็นคา่ prime ของ m 
– 3. a-1 จะตอ้งหารไดด้ว้ย 4 ถา้ m หารไดด้ว้ย 4 



Parameters used 
• สว่นใหญจ่ะใช ้LCG ที ่m มคีา่เป็นกําลังของ 

2 ทีน่ยิมมากสดุคอื 232 และ 264 
– MS Visual C++ ใช ้m=232, 

a=214013,b=2531011 
– MS Visual Basic 6 ใช ้m=224, 

a=1140671485,b=12820163 



લ઼�ઙ્ખ દ્ભઢ્ઢ��ઙ્ઘ� LCG 
• มขีอ้ดคีอืคํานวณไดง้า่ย แตใ่ห ้Series ของ 

Random Number ทีม่คีณุสมบตัพิอประมาณ
เทา่นัน้ เพราะใหค้า่ Serial Correlation สงู 
– ไมเ่หมาะกบัการนําไปใชใ้น Monte Carlo 

Simulation 
– ไมเ่หมาะกบัการนําไปใชใ้น Cryptography 

• สามารถสรา้งไดจ้ากวงจร Linear Feedback 
Shift Register(LFSR) 
– ปกตวิงจรนีจ้ะผลติ Stream ของ bit 

• ได ้Uniform Distributed PRNG 



 



PRNG ����� હ્યહ઼�� 
• Blum Blum Shub 
• Wichmann-Hill 
• Multiply with Carry 
• Mersenne Twister (นยิมมากสดุ) 
• Park-Miller 
• RC4 
• Rule 30 



Randomness Test 
• เพือ่หา Pattern ในชดุ หรอื Series ของตวัเลข 

– ซึง่ไมค่วรจะมอียูถ่า้ชดุตวัเลขเป็น Random และ 
Independent อยา่งแทจ้รงิ 

• ใชใ้นการทดสอบ และเปรยีบเทยีบ Algorithm ตา่งๆ 
ทีใ่ชผ้ลติ PRNG โดยใชพ้ืน้ฐานจาก 
– Statistical Test ทดสอบจากคณุสมบตัทิางสถติ ิ

• Diehard Tests ประกอบดว้ยชดุของ Test 
• TestU01 library ประกอบดว้ย utilities สําหรับ

statistical testing ของ uniform RNG 
– Transform ดคูณุสมบตัเิมือ่ Transform 

• Hadamard Transform(Generalized FT) 
– Complexity ความซบัซอ้นของตวัเลข 

• Kolmogorov complexity 

https://en.wikipedia.org/wiki/Software_library
https://en.wikipedia.org/wiki/Statistical_test
https://en.wikipedia.org/wiki/Statistical_test


Midterm Preparation 
• เก็บ 35 เปอรเ์ซน็ต ์
• ไมม่กีาร Make Up  
• สอบ 3 ชัว่โมง บทที ่1-6 

– Monday 7 March; 13:30 – 16:30 
• ตอ้งใชเ้ครือ่งคดิเลข 

– รุน่ตามทีค่ณะประกาศเทา่นัน้ หา้มใชอ้ปุกรณ์อืน่ๆ 

• สมการทีสํ่าคญัจะใหม้า ไมต่อ้งจํา 
• 6 ขอ้ บทละ 1 ขอ้ รวม 6 ขอ้ เลอืกทาํ 5 ขอ้ 

– 5 ขอ้ 50 คะแนน คดิเป็น 35 % 



 

สมการทีใ่ห ้
ในการสอบ MT 



Review દ્મ�દ્ધય઼����મ઼દ્ભ�� 
• Chapter 1: Vector 

– Magnitude/Direction/Unit Vector 
– Direction Cosine 
– Component Vector/Position Vector 
– Dot/Cross Product and Properties 
– Equation of Line and Plane, Angle of Vectors 

• Chapter 2: Matrices 
– Types of Matrices, Minor, Cofactor, Diagonal 
– Determinant by Expansion 
– Inverse of Matrix 
– Rank/Reduced Matrix (Process of Elimination) 
– Homogeneous/Non Homogeneous Linear Eq. 



Review દ્મ�દ્ધય઼����મ઼દ્ભ�� 
• Chapter 3: Eigen Value/Vector/Diag 

– Eigenvalues 
– Eigenvectors 
– Diagonalization 
– Symmetric/Orthogonal Matrix 

• Chapter 4: Probability 
– Conditional Probability/Bayes Rule 
– Random Variable 
– CDF/PDF/PMF; Poisson/Exponential Distribution 
– Expectation Concept 
– Mean, Mean Square, Variance 
– Joint Random Variable, Correlation/Covariance 



Review દ્મ�દ્ધય઼����મ઼દ્ભ�� 
• Chapter 5: Random Process 

– Stationary/Ergodic 
– Autocorrelation/Cross Correlation 
– Counting/Poisson Process/Birth and Death Process 
– MarKov Model; Global Balanced Equation 
– Simple MarKov Model; Detail Balanced Equation 

• Chapter 6: Queuing System 
– M/M/1 Concept 
– Arrival Rate/Inter Arrival Time 
– Departure Rate/Service Time 
– Utilization, P[X=k], P[X<=k] 
– Average Customer(System/Q), Time(System/Q) 



CPE 332 
Computer Engineering 

Mathematics II 
Week 10 

Part III, Chapter 8 
Error, Transcendental Function and Power Series 

Taylor Series and Function Approximation 



Today Topics 

• Numerical Methods 
• Errors 
• Transcendental Function 
• Series 
• Power Series 
• Taylor Series 
• MacLaurin Series 
• Function Approximation 
• HW VII 
• MT Exam and Cumulative Grades 

 



Numerical Methods 
• ในวชิาคณติศาสตรท์ีเ่ราเรยีนทีผ่า่นมา การหา 

Solution จะประกอบดว้ยการแกส้มการ ซึง่รวมถงึ
การแกส้มการพคิณติ การหา Derivative การ 
Integrate การแกส้มการ Differential 
Equation รวมถงึการใชเ้ครือ่งมอืทางคณติศาสตร์
เพือ่แกส้มการ เชน่ Fourier Transform, 
Laplace Transform หรอื Z-Transform  
วธิกีารดงักลา่วจัดวา่เป็นการแกปั้ญหาทีเ่รยีก 
Analytical Method อยา่งไรก็ตาม ไมใ่ชว่า่
สมการทกุสมการจะหาคําตอบได(้ทีอ่ยูใ่นรปูของ 
Explicit Form) ดงันัน้เราจําเป็นทีจ่ะตอ้งหาวธิอีืน่
ในการแกปั้ญหา น่ันก็คอืวธิกีารทีเ่รยีก Numerical 
Method 



Numerical Methods 
• วธิกีารทาง Numerical ทีเ่คยใชก้นัมาไดแ้กว่ธิกีาร 

Graphical Method และใชบ้วนการ 
Interpolation แตเ่มือ่มกีารประดษิฐค์อมพวิเตอร์
ขึน้มา ก็มกีารนําคอมพวิเตอรเ์ขา้มาใช ้และขยาย
ขอบเขตของวชิานีอ้อกเป็นสาขาใหมท่าง
คณติศาสตร ์มกีารศกึษา Algorithm และวธิกีาร
เขยีนโปรแกรม รวมถงึการวเิคราะหค์า่ความ
ผดิพลาด(Error Analysis) และลกัษณะการ 
Convergence และ Complexity ของ 
Algorithm 



Y=f(x)=2x3-4x2-7x+5 
• หา f(k) เชน่ f(0), f(-2), f(7) งา่ย 
• แกส้มการ f(x)=k จะยาก เชน่ หาคา่ x ทีทํ่าให ้f(x) = 0 



 



Quadratic Equation 
• Polynomial Degree = 1, Straight Line 

– y = f(x) = mx+b;  x = (y-b)/m 
• Polynomial Degree = 2 
• y = f(x) = ax2+bx+c 
• แกส้มการ y = f(x) = 3 เราได ้

– y’ = f’(x) = ax2+bx+(c-3) = 0 
– x = [-b±√(b2-4a(c-3))]/2a 

• Polynimial Degree = n, n > 2 
– ไมม่สีมการโดยตรงในการแก,้  
– แตม่ ีAlgorithm ในวธิขีอง Numerical Method 

• Algorithm จะเป็น Iterative Method 
– คําตอบของ Numerical Method จะใหแ้คค่า่ประมาณ 

• คา่จะถกูตอ้งขึน้เรือ่ยๆ ใน Iteration ทีส่งูขึน้ (คํานวณนานขึน้) ถา้ 
Algorithm Converge 

 



Iterative 
Technique 

Start 

Iteration = 0 
Set et 

Init. X0 

[Iteration i] 
Iteration += 1 
Calculate xi 

Error ei < es 
Stop 

Estimate ei 

Y N 

โปรแกรมจะ Converge  
ถา้  ei < ei-1 



Errors 
• ในการนําคอมพวิเตอรม์าชว่ยแกปั้ญหา

ทางดา้นคณติศาสตรนั์น้ จะตอ้งเขา้ใจกอ่น
วา่ลักษณะการทํางานของคอมพวิเตอร ์หรอื
การคํานวณจะขึน้อยูก่บัวธิกีารทีเ่ราเขยีน
โปรแกรมและ Algorithm ทีใ่ช ้ในการ
คํานวณโดยใชเ้ครือ่งคํานวณใดใดจะม ี
Error เกดิขึน้เสมอ ซึง่จะแบง่ไดเ้ป็นสอง
ประเภทคอื Round- Off Error และ 
Truncation Error 



Errors 
• Round- Off Error เกดิจากการเก็บ

ตวัเลขใน Memory ของคอมพวิเตอรน์ ั�น
จะใชข้นาดของ Memory ทีจ่าํกดั และ
ข ึ�นอย ูก่บัวา่เราใหต้วัแปรชนดิอะไร เชน่ 
Integer,  Long Integer,  Float,  หรอื 
Double 



Errors 
• Truncation Error เกดิจาก Algorithm 

หรอืวธิที ีเ่ราใหค้อมพวิเตอรค์าํนวณ น ั�น 
เป็นแคก่ารประมาณ จากสมการทาง
คณ ติศาสตรท์ ีเ่ราตอ้งการหาคา่โดยใช ้
คอมพวิเตอรเ์ขา้ช ว่ย และเราไมไ่ดแ้ก ้
สมการทางคณ ติศาสตรจ์รงิๆ 
– การคาํนวณ จะตอ้งมกีารบวกกนัของ 

Infinite Terms จงึจะไดค้า่ท ีถ่ กูตอ้ง 
ดงัน ั�นคอมพวิเตอรจ์ะคาํนวณ คา่ประมาณ
โดยตดัเทอมทา้ยๆทิ�ง 



Precision, Accuracy, 
Significant Digit 

• ดงันัน้เราจําเป็นทีจ่ะตอ้งรูว้า่ Error เรามมีากแคไ่หน และ
พอจะยอมรับไดห้รอืไม ่น่ันขึน้อยูก่บัการนําการคํานวณไป
ใชง้าน ปกตติวัเลขทีจ่ะไปใชง้านทางวศิวกรรมศาสตรจ์ะ
กําหนดดว้ยคา่ Significant Digit และจะยอมใหค้วามไม่
แน่นอนของตกเลขตกอยูท่ีห่ลกัทา้ยเทา่นัน้ ดงันัน้คา่ของ 
Significant Digit จะบง่บอกถงึจํานวนหลกัของตวัเลขที่
จะนําไปใชไ้ดอ้ยา่งมัน่ใจ 

• คําวา่ Accuracy หมายถงึตวัเลขทีเ่ราไดนั้น้มคีา่ใกลเ้คยีง
กบัคา่ในความเป็นจรงิเทา่ไร แตคํ่าวา่ Precision หมายถงึ
ตวัเลขทีไ่ดม้านัน้เกาะกลุม่กนัมากแคไ่หน ดงันัน้คา่ของ 
Precision จะเป็นตวักําหนดจํานวนของ Significant 
Digit ทีจ่ะตอ้งใช ้และคา่ของ Error จะเป็นตวักําหนด
ความ Accuracy ของตวัเลข 



การยงิเป้า 

Precision = ตํา่ 
Accuracy = ตํา่ 

Precision = ตํา่ 
Accuracy = สงู 

Precision = สงู 
Accuracy = ตํา่ 

Precision = สงู 
Accuracy = สงู 

Accuracy วดัจากคา่ Error ทีเ่กดิระหวา่งคา่เฉลีย่ของ Data กบัคา่จรงิ 
Precision วดัจากคา่ Variance หรอื SD ของกลุม่ของ Data 



Significant Digits (Figures) 
• คอืตวัเลขทีม่คีวามหมายในการกําหนดคา่ 

Precision 
– เป็นเลขทกุตวัยกเวน้เลขศนูยนํ์าหนา้ และศนูยท์ี่

ตอ่ทา้ย 
• จํานวนศนูยต์อ่ทา้ยทีเ่ป็นสว่นของ s.f. บางทเีรากําหนด

โดยใชเ้ครือ่งหมาย ‘bar’ 
• Examples 

– 11.152 = 5 s.f. 
– 0.00879 = 3 s.f. 
– 000125600. = 6 s.f. 
– 0123400000 = 7 s.f. 

• เลขทางขวามอืของ s.f. จะไมนํ่ามาใส ่ใหทํ้า
การ Round-Off เชน่ 
– 456.389864 (6 s.f.) = 456.390 
– 1287563.94 (3 s.f.) = 1290000 



Error 

• คอืคา่ทีแ่ตกตา่งจากคา่ทีแ่ทจ้รงิ 
• เป็นตวักําหนดคา่ Accuracy 
• แบง่เป็น 

– Absolute Error, Et 
– Relative Error (%จากคา่จรงิ), et 

• นอกจากนีย้ังม ี
– Estimated Error, ea 

• คา่ประมาณของ Error (Relative Error) 



Absolute Error 

 



Relative Error 

 



Error Estimation 
• Convergence 
• Divergence 



Mean Square Error(MSE) 
• ในการเปรยีบเทยีบความแตกตา่งระหวา่งคา่ที่

แทจ้รงิกบัคา่ทีป่ระมาณได ้สําหรับกลุม่ของ
ตวัอยา่ง เรามักจะใชค้า่เฉลีย่ของ Error ในรปูของ
คา่เฉลีย่ของกําลงัสองของ Error ในแตล่ะคู ่เรยีก 
Mean Square Error 
– ถา้ให ้Y เป็นคา่ทีแ่ทจ้รงิ และ    เป็นคา่ทีป่ระมาณได ้

สําหรับคูข่องตวัอยา่ง N ตวัอยา่ง 
 
 
 

– คา่ RMSE หรอืคา่ Root Mean Square Error คอืคา่ 
Square Root ของคา่ MSE 
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Functions 
• เป็นความสมัพันธแ์สดง Set ของ Input 

และ Set ของ Output 
– Function สามารถรับคา่ Input ไดห้ลาย Set 

(หลายตวัแปร) 
– การ Mapping เป็นทางเดยีว 

• ถา้ Map กลบัจะเป็น อกี Function ทีเ่ป็น Inverse 
Function กบัตวัเดมิ 

• Inverse อาจจะไมม่สํีาหรับบาง Function 

f(.) 

x y 

y=f(x) 

x=f-1(y) อาจจะไมม่ ี



Polynomial Functions 
• เป็นรปูแบบของ Function ทีง่า่ยทีส่ดุ 
• Polynomial function Degree ‘n’ จะอยูใ่น

รปูของ(One Argument) 
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Polynomial of degree 2: 
f(x) = x2 - x - 2  
= (x+1)(x-2) 

Polynomial of degree 3: 
f(x) = x3/4 + 3x2/4 - 3x/2 - 2  
= 1/4 (x+4)(x+1)(x-2) 

Polynomial of degree 4: 
f(x) = 1/14 (x+4)(x+1)(x-1)(x-3) + 0.5 

Polynomial of degree 5: 
f(x) = 1/20 (x+4)(x+2)(x+1)(x-1)(x-3) + 2 

Polynomial of degree 6: 
f(x) = 1/30 (x+3.5)(x+2)(x+1)(x-1)(x-3)(x-4) + 2 

Polynomial of degree 7: 
f(x) = (x-3)(x-2)(x-1)(x)(x+1)(x+2)(x+3) 

เอามาจาก 
http://en.wikipedia.org/wiki/Polynomial 

http://en.wikipedia.org/wiki/File:Polynomialdeg2.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Polynomialdeg3.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Polynomialdeg4.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Polynomialdeg5.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Sextic_Graph.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Septic_graph.svg


Transcendental Function 

• เป็น Function ทีไ่มใ่ช ่Algebraic 
– Algebraic function คอื Function ทีส่ามารถ

นยิามไดจ้าก Root ของสมการ Polynomial 
• Transcendental Function ไมส่ามารถ

เขยีนในรปู Solution ของ Polynomial 
– Exponential Function 
– Logarithm 
– Trigonometric Functions 

• ดว้ยเหตผุลนี ้การหาคา่ของ Function 
อาจจะตอ้งใชว้ธิกีารประมาณคา่แทน 



Transcendental Examples 
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การประมาณคา่ของ Function 
• ในสว่นนีเ้ราจะ Review เรือ่ง  

– Infinite Series 
– Power Series 
– Taylor Series 
– Maclaurin Series 
– การประมาณคา่โดยใช ้Series 



Series และ Infinite Series 
• Series คอืผลรวมของเทอมใน Sequence ใน

กรณีของ Infinite Series นัน้ เทอมทีจ่ะตอ้ง
นํามาบวกกนัจะไมม่ทีีส่ ิน้สดุ 

• ถา้ใหแ้ตล่ะเทอมใน Sequence เป็น an ดงันัน้ 
Series คอื a1+a2+a3+… เชน่ 
 
 
 
 

• NOTE: บางครัง้ Index ของ Summation อาจจะเริม่ที ่0 ก็ได ้
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Convergence of Series 
• Series จะ Converge ก็ตอ่เมือ่ผลรวมของ 

Term สามารถหาคา่ได ้
– กลา่วคอืผลรวมของเทอมจนถงึ N ม ีLimit 
 
 
 

• ถา้ Series ไม ่Converge มันจะ Diverge 
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Power Series 
• Power Series เป็น Infinite Series ใน

รปูของ (c = Constant, an = coefficient, 
x  เป็น Variable ทีอ่ยูร่อบๆ c) 

 
 

– Power Series ทีสํ่าคญัคอื Taylor Series 
• ในกรณีที ่c=0 เราได ้

 
 

–       เชน่ในกรณีของ Maclaurin Series 
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Taylor Series/Maclaurin Series 
• ให ้f(x) เป็น Function ทีส่ามารถหา 

Derivative ไดอ้ยา่งไมจํ่ากดัในชว่ง
ใกลเ้คยีงกบั a ดงันัน้ Taylor Series ของ 
f(x) คอื Power Series ในรปูของ 
 
 

• ในกรณีที ่a = 0 บางครัง้เราเรยีก Maclaurin 
Series 
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Example 1 
• จาก 
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Example 2: 
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Taylor (Maclaurin) Series 
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MATLAB Program 
• จะสาธติการเขยีน Function โดยใช ้MATLAB 

– เขยีน Function ทีรั่บคา่ Vector x และ Vector y 
return z1 และ z2; x=-3:.1:3; y = -3:.1:3 

– คํานวณคา่ z1 = 2sin(x^2+y^2)/(x^2+y^2) 
– คํานวณคา่ z2 = xsiny-ycosx 
– mesh (x,y,z1), (x,y,z2), (x,z1), (y,z2) และ (z1,z2) 
– Surf function, shading modes 
– Contour plot 

• ศกึษาวธิกีารเขยีน Function ใน MATLAB โดยดู
จาก Tutorial 4-5 
 
 



END OF WEEK 10 
• Download HW 7 
• Next Week Chapter 9: Zeros of 
Functions 
 
 



MATLAB Program 
• function [z1,z2]=test(x,y) 

 
• % function [z1,z2]=test(x,y) 
• % Test matlab program calculate z1=f(x,y)=sin(x^2+y^2)/(x^2+y^2) 
• % and z2=f(x,y)=xsiny-ysinx 

 
• n=length(x); 
• m=length(y); 
• z1=zeros(n,m); 
• z2=zeros(n,m); 
• for i = 1:n 
•     for j= 1:m 
•         t=x(i)^2+y(j)^2; 
•         if (t ~= 0) 
•             z1(i,j)=sin(t)/t; 
•         else 
•             z1(i,j)=1; 
•         end 
•         z2(i,j)=x(i)*sin(y(j))-y(j)*cos(x(i)); 
•     end 
• end 



MATLAB Program 
• function view2(x,y,z,az) 
• mesh(x,y,z); 
• view(0,az); 
• for i = 0:10:360 
•         view(i,az); 
•         pause(0.05); 
•  end 
 



MATLAB Program 
• function view3(az) 

 
• view(0,az); 
• for i = 0:10:360 
•         view(i,az); 
•         pause(0.05); 
• end 



CPE 332 
Computer Engineering 

Mathematics II 
Week 11 

Part III, Chapter 9 
Roots of Equations 



Today Topics 

• Roots of Equation 
• Bracketing Method 

– Bisection Method 
– False Position Method 

• Open Method 
– Simple One-Point Iteration 
– Newton-Ralphson Method 
– Secant Method 
– Multiple Roots Problem 
– Modified Method 



Roots of Equations 
 



Zeroes of Functions 
• กําหนด Function y=f(x) 

– Zeroes ของ Function คอืคา่ของ x ทีทํ่าให ้
f(x)=0 หรอืคา่ y=0 

– คอืราก(root) ของสมการ f(x)=0 น่ันเอง 
• ตวัอยา่ง y=x3-2x2+x-5 

– สมการ Polynomial, degree = 3 
– ถา้เกนิ Quadratic (Degree = 2) การหาราก

จะทําไดย้าก, ไมม่วีธิทีาง Analytic Method 
โดยตรง เหมอืน y=Ax2+Bx+C=0 

 
 
 a

acbbx
2

42 −±−
=



Zeroes of Functions 
• ตวัอยา่ง y=x3-2x2+x-5 

– วธิทีาง Numerical ทีเ่ราเคยเรยีนมาในวชิา
เรขาคณติย ์คอื Plot Graph และหารากของ
สมการจาก Graph 
• 1. แตว่ธินีีจ้ะใหค้า่ทีห่ยาบ 
• 2. กรณีทีเ่ป็น Complex Root จะหาไมไ่ด ้จาก 

Graph 
 
 



Zeroes of Functions 

 y=x3-2x2+x-5 
 

 

2.4 



Zeroes of Functions 

 y=x3-2x2+x-5 
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Roots of Equation 

• วธิทีีจ่ะกลา่วตอ่ไป 
– Numerical Method = Algorithm 
– หา Zero Crossing (รากทีเ่ป็นคา่จรงิ) 
– สามารถไดคํ้าตอบใหถ้กูตอ้งดว้ย Significant 

Digit มากเทา่ทีเ่ราตอ้งการ 
• ตอ้ง Run Algorithm นานขึน้ 
• Algorithm จะตอ้ง Converge 

– เป็น Iterative Method 
• ถา้ Algorithm Converge, แตล่ะ Iteration ที ่

Run จะใหคํ้าตอบทีถ่กูตอ้งขึน้เรือ่ยๆ 
• จะชา้หรอืเร็วขึน้อยูก่บั Convergence Rate ของแต่

ละ Algorithm 



Methods 
• Bracketing Method 

– Bisection 
– False Position 

• Open Method 
– Simple one-point Iteration 
– Newton-Ralphson 
– Secant Method 



Bracketing Method 
• ใชห้ลักความจรงิทีว่า่ เมือ่ f(x)=0 มันจะตอ้ง

เปลีย่นเครือ่งหมาย  
– ดงันัน้ f(x-)f(x+) < 0 เมือ่ f(x)=0 

• เราเริม่จาก สองคา่ของ x คอื xl และ xu ทีม่ี
คณุสมบตั ิf(xl)f(xu) < 0 
– อยา่งนอ้ยตอ้งมคํีาตอบหนึง่อยูใ่นชว่งนี ้

• Algorithm จะ Search หาคําตอบในชว่ง 
Bracket นี ้โดยจะลดขนาดของ Bracket ลง
เรือ่ยๆ  



Bracketing Method 
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Bracketing Method 
 

4=lx
7=ux

)9,4( −

)9,7(
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Bracketing Method:Bisection 
 



Bracketing Method 
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Bracketing Method 
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Bracketing Method 
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Bracketing Method 
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Bracketing Method 
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Bracketing Method:Bisection 
 



Bracketing Method:Bisection 
 



Bracketing Method:Bisection 
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Bracketing Method: Bisection 
 



False-Position Method 
 



False-Position Method 
 



False-Position Method 
 



False-Position Method 
 



False-Position Method 
 



False-Position Method 
 



Open Method:  
Simple One-Point Iteration 
 



Open Method:  
Simple One-Point Iteration 
 



Open Method:  
Simple One-Point Iteration 
 



Open Method:  
Simple One-Point Iteration 
 



 



Open Method:  
Simple One-Point Iteration 
 



Open Method:  
Newton-Ralphson Method 
 



Open Method:  
Newton-Ralphson Method 
 



Open Method:  
Newton-Ralphson Method 
 



Open Method:  
Newton-Ralphson Method 
 



Open Method:  
Newton-Ralphson Method 
 



Open Method:  
Secant Method 

 



Open Method:  
Secant Method 

 



Open Method:  
Secant Method 

 



 



Multiple Roots 
 



Multiple Roots 
 



Multiple Roots 
 



Multiple Roots 
 



Multiple Roots 
 



Multiple Roots 
 



Multiple Roots 
 



Comparison 
 



Comparison 
 



Comparison 
 



Homework 8 
• นักศกึษาตอ้งเขยีนโปรแกรมชว่ยคํานวณ 

หรอืใช ้Spreadsheet (MS Excel) ชว่ย
คํานวณ 
– แนะนําใหใ้ช ้MATLAB 

• เขยีน Function หรอื Scratch File ก็ได ้
• หรอืคํานวณจาก Workspace โดยตรง 

• Download คําถามและตอบคําถาม 



CPE 332 
Computer Engineering 

Mathematics II 
Week 12 

Part III, Chapter 10 
Linear Equations 



Today(Week 13) Topics 

• Chapter 9 Linear Equations 
– Gauss Elimination 
– Gauss-Jordan 
– Gauss-Seidel 
– LU Decomposition 
– Crout Decomposition 

• HW(9) Ch 9 Due Next Week 



MATLAB Programming 
• เราสามารถเขยีน Function การคํานวณโดยใช ้MATLAB 

Editor และบนัทกึเป็น ‘.m’ File 
– ขึน้บนัทดัแรกของ Function ดว้ย 
function [List ของคา่ทีส่ง่คนื]=fname(List ของ Parameter) 
function [x,y,z]=find123(a,b,c) 
– ภายใน Function สามารถใช ้Loop, Branch ไดเ้หมอืนการ

เขยีนโปรแกรม, สามารถกําหนด Local Variable ภายในได ้
เชน่กนั 

– อยา่ลมืวา่ พืน้ฐาน Variable จะเป็น Matrix 
• Function นีส้ามารถเรยีกใชง้านไดใ้น MATLAB 
• ดรูายละเอยีดใน Tutorial 4-5 ของ MATLAB 



Ex: หารากของ 
• x=-10:.1:10; 
• y=sin(3*x).*exp(-cos(x))+cos(2*x).*exp(-sin(x)); 
• plot(x,y) 

xx exexxf sincos 2cos3sin)( −− ⋅+⋅=



เราจะหาคําตอบในชว่ง [0, 2] 
 

x =0.95774795776341  



MATLAB: Bisection Mtd. 
• function [x]=example91a(es) 
• % Calculate using Bisection Method between [0,2] 
• ea = inf; 
• xr = inf; 
• it=0; 
• xl=0; 
• xu=2; 
• while(ea > es) 
•     it = it+1; 
•     pxr=xr; 
•     fxl=sin(3*xl).*exp(-cos(xl))+cos(2*xl).*exp(-sin(xl)); 
•     fxu=sin(3*xu).*exp(-cos(xu))+cos(2*xu).*exp(-sin(xu)); 
•     xr=(xl+xu)/2; 
•     fxr=sin(3*xr).*exp(-cos(xr))+cos(2*xr).*exp(-sin(xr)); 
•     ea = abs((xr-pxr)/xr)*100; 
•     x=[it xl fxl xu fxu xr fxr ea]    
•     if(fxl*fxr > 0.0) 
•         xl=xr; 
•     elseif (fxl*fxr < 0.0) 
•         xu=xr; 
•     else 
•         ea=0.0; 
•     end 
• end 
 



Bisection Results:>> example91a(0.01) 

• x =    1.0000         0    1.0000    2.0000   -0.6869    1.0000   -0.0972       Inf 
• x =    2.0000         0    1.0000    1.0000   -0.0972    0.5000    0.7493  100.0000 
• x =    3.0000    0.5000    0.7493    1.0000   -0.0972    0.7500    0.4101   33.3333 
• x =    4.0000    0.7500    0.4101    1.0000   -0.0972    0.8750    0.1774   14.2857 
• x =    5.0000    0.8750    0.1774    1.0000   -0.0972    0.9375    0.0451    6.6667 
• x =    6.0000    0.9375    0.0451    1.0000   -0.0972    0.9688   -0.0249    3.2258 
• x =    7.0000    0.9375    0.0451    0.9688   -0.0249    0.9531    0.0104    1.6393 
• x =    8.0000    0.9531    0.0104    0.9688   -0.0249    0.9609   -0.0072    0.8130 
• x =    9.0000    0.9531    0.0104    0.9609   -0.0072    0.9570    0.0016    0.4082 
• x =   10.0000    0.9570    0.0016    0.9609   -0.0072    0.9590   -0.0028    0.2037 
• x =   11.0000    0.9570    0.0016    0.9590   -0.0028    0.9580   -0.0006    0.1019 
• x =   12.0000    0.9570    0.0016    0.9580   -0.0006    0.9575    0.0005    0.0510 
• x =   13.0000    0.9575    0.0005    0.9580   -0.0006    0.9578   -0.0000    0.0255 
• x =   14.0000    0.9575    0.0005    0.9578   -0.0000    0.9576    0.0002    0.0127 
• x =   15.0000    0.9576    0.0002    0.9578   -0.0000    0.9577    0.0001    0.0064 

 
• ans = 
• 15.00000000000000   0.95776367187500  -0.00003535871565   0.95770263671875   

0.00023929892750  0.95770263671875   0.00010197464576   0.00637308010962 
 

Iter    xl      fxl     xu    fxu      xr      fxr      ea 

x =0.95774795776341 
True error = 0.004732%  



Other Results: xt= 0.95774795776341 
• Es = 0.01% 

– It = 15;xr=0.95770263671875 
– Ea=0.006373%, et =  0.004732% 

• Es = Es = 0.001% 
– It = 18;xr=0.95774078369141 
– Ea=0.0007966%, et =  0.0007491% 

• Es = 0.0001% 
– It = 21;xr=0.95774745941162 
– Ea=0.00009957%, et =  0.00005203% 

• Es = 0.000001% 
– It = 28;xr=0.95774795860052 
– Ea=0.0000007779%, et =  8.740e-008% 

 
 



MATLAB: False-Position 
• function [x]=example91b(es) 
• % Calculate using False-Position Method between [0,2] 
• ea = inf; 
• xr = inf; 
• it=0; 
• xl=0; 
• xu=2; 
• while(ea > es) 
•     it = it+1; 
•     pxr=xr; 
•     fxl=sin(3*xl).*exp(-cos(xl))+cos(2*xl).*exp(-sin(xl)); 
•     fxu=sin(3*xu).*exp(-cos(xu))+cos(2*xu).*exp(-sin(xu)); 
•     % xr=(xl+xu)/2; 
•     xr=xu-((fxu*(xl-xu))/(fxl-fxu)); 
•     fxr=sin(3*xr).*exp(-cos(xr))+cos(2*xr).*exp(-sin(xr)); 
•     ea = abs((xr-pxr)/xr)*100; 
•     x=[it xl fxl xu fxu xr fxr ea]    
•     if(fxl*fxr > 0.0) 
•         xl=xr; 
•     elseif (fxl*fxr < 0.0) 
•         xu=xr; 
•     else 
•         ea=0.0; 
•     end 
• end 
 



FP Results:>> example91b(0.01) 

• x =    1.0000         0    1.0000    2.0000   -0.6869    1.1856   -0.5611       Inf 
• x =    2.0000         0    1.0000    1.1856   -0.5611    0.7595    0.3940   56.1096 
• x =    3.0000    0.7595    0.3940    1.1856   -0.5611    0.9353    0.0500   18.7964 
• x =    4.0000    0.9353    0.0500    1.1856   -0.5611    0.9557    0.0045    2.1423 
• x =    5.0000    0.9557    0.0045    1.1856   -0.5611    0.9576    0.0004    0.1922 
• x =    6.0000    0.9576    0.0004    1.1856   -0.5611    0.9577    0.0000    0.0166 
• x =    7.0000    0.9577    0.0000    1.1856   -0.5611    0.9577    0.0000    0.0014 

 
• ans = 
•  7.00000000000000   0.95773289766706   0.00003388653487   1.18559512875289  

-0.56109590391892   0.95774665822935   0.00000292408716   0.00143676432376 

Iter      xl         fxl       xu     fxu        xr        fxr       ea 

x =0.95774795776341 
True error = 0.0001357 %  



Other Results: xt= 0.95774795776341 
• สน้ํีาเงนิไดจ้าก Bisection Method 
• สเีขยีวไดจ้าก False-Position Method 
• Es = 0.01% 

– It = 15;xr=0.95770263671875 Ea=0.006373%, et =  0.004732% 
– It = 7;xr=0.95774665822935 Ea=0.001437%, et =  0.0001357% 

• Es = Es = 0.001% 
– It = 18;xr=0.95774078369141 Ea=0.0007966%, et =  0.0007491% 
– It = 8;xr=0.95774784562942 Ea=0.0001240%, et =  0.00001171% 

• Es = 0.0001% 
– It = 21;xr=0.95774745941162 Ea=0.00009957%, et =  0.00005203% 
– It = 9;xr=0.95774794808763 Ea=0.00001070%, et =  0.000001010% 

• Es = 0.000001% 
– It = 28;xr=0.95774795860052 Ea=0.0000007779%, et =  8.740e-008% 
– It = 10;xr=0.95774795692851 Ea=0.0000009231%, et =  8.717e-008% 

 
 



Newton-Ralphson Method 
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MATLAB Program: 
• function [x]=example91c(es,x0) 

 
• % Calculate solution using Newton-Ralphson, x0=initial; 

 
• it=0; 
• xi=x0; 
• ea=inf; 
• while (ea > es) 
•     it = it+1; 
•     fxi=sin(3*xi)*exp(-cos(xi))+cos(2*xi)*exp(-sin(xi)); 
•     dfxi=exp(-cos(xi))*(sin(3*xi)*sin(xi)+3*cos(3*xi))... 
•         -exp(-sin(xi))*(cos(2*xi)*cos(xi)+2*sin(2*xi)); 
•     pxi=xi; 
•     xi=pxi-fxi/dfxi; 
•     ea=abs((xi-pxi)/xi)*100; 
•     x=[it pxi fxi dfxi xi ea] 
• end 

 



Result: ea=0.01, xo=? 
• X0=0 โปรแกรมจะ Converge เขา้สูจ่ดุอืน่ดา้นซา้ย 
• X0=2 โปรแกรมจะ Converge เขา้สูจ่ดุอืน่ดา้นขวา 
• ดรูปู 
• ถา้ x0 = 0.5 หรอื 1.5 โปรแกรมจะ Converge เขา้

จดุทีต่อ้งการอยา่งรวดเร็วมาก 
• เป็นไปไดท้ีเ่ราเลอืกจดุทีโ่ปรแกรมไม ่Converge 
• เราอาจจะใช ้Bisection Method กอ่นเพือ่หาจดุ 

x0 ทีด่ ีจากนัน้ตอ่ดว้ย Newton-Ralphson เพือ่ให ้
ไดคํ้าตอบอยา่งรวดเร็ว 



เราจะหาคําตอบในชว่ง [0, 2] 
 

x =0.95774795776341  X0=0 

X0=2 

2.1310 



Ex: หารากของ 
• x=-10:.1:10; 
• y=sin(3*x).*exp(-cos(x))+cos(2*x).*exp(-sin(x)); 
• plot(x,y) 

xx exexxf sincos 2cos3sin)( −− ⋅+⋅=

-9.2837 

กรณีเลอืก x0 = 0 



Result: x0=0.5, es = 0.01 

• x =    1.0000    0.5000    0.7493   -1.0485    1.2146   58.8351 
• x =    2.0000    1.2146   -0.6362   -2.5824    0.9683   25.4413 
• x =    3.0000    0.9683   -0.0238   -2.2755    0.9578    1.0939 
• x =    4.0000    0.9578   -0.0001   -2.2502    0.9577    0.0061 

 
• x =    4   0.95780651884294  -0.00013177280  -2.25024858111352   

0.95774795962033  0.00611426231998 

Iter             xi              fxi          dfxi         xi+1           ea 

x =0.95774795776341 
True error = 0.0000001939 %  



Result: x0=0.5, es = 0.000001 

• x =    1.0000    0.5000    0.7493   -1.0485    1.2146   58.8351 
• x =    2.0000    1.2146   -0.6362   -2.5824    0.9683   25.4413 
• x =    3.0000    0.9683   -0.0238   -2.2755    0.9578    1.0939 
• x =    4.0000    0.9578   -0.0001   -2.2502    0.9577    0.0061 
• x =    5.0000    0.9577   -0.0000   -2.2501    0.9577    0.0000 

 
 

• x =   5   0.95774795962033  -0.00000000417826  -
2.25010587635298   0.95774795776341 0.00000019388349 

Iter             xi              fxi          dfxi         xi+1           ea 

x =0.95774795776341 
True error = 0.000000000000000 %  



Compare : xt =0.95774795776341 
• Es = 0.01% 

– It = 15;xr=0.95770263671875 Ea=0.006373%, et =  0.004732% 
– It = 7;xr=0.95774665822935 Ea=0.001437%, et =  0.0001357% 
– It = 4;xi= 0.95774795962033 Ea=0.006114%, et = 0.0000001939 % 

• Es = Es = 0.001% 
– It = 18;xr=0.95774078369141 Ea=0.0007966%, et =  0.0007491% 
– It = 8;xr=0.95774784562942 Ea=0.0001240%, et =  0.00001171% 
– It = 5;xi= 0.95774795776341 Ea=0.0000001939%, et  < 1.0e-15 % 

• Es = 0.0001% 
– It = 21;xr=0.95774745941162 Ea=0.00009957%, et =  0.00005203% 
– It = 9;xr=0.95774794808763 Ea=0.00001070%, et =  0.000001010% 
– It = 5;xi= 0.95774795776341 Ea=0.0000001939%, et  < 1.0e-15 % 

• Es = 0.000001% 
– It = 28;xr=0.95774795860052 Ea=0.0000007779%, et =  8.740e-008% 
– It = 10;xr=0.95774795692851 Ea=0.0000009231%, et =  8.717e-008% 
– It = 5;xi= 0.95774795776341 Ea=0.0000001939%, et  < 1.0e-15 % 

 
 

เพยีง 5 iteration วธิขีอง Newton-Ralphson 
ให ้Error นอ้ยจน Double Precision วัดไมไ่ด ้
แตข่อ้เสยีคอืจดุ x0 จะตอ้งเลอืกใหด้ ี



Chapter 10: System of 
Linear Eq. 

• จะ Limit อยูท่ีส่มการ AX=B โดย A เป็น Square 
Matrix 
– N สมการ N Unknown 
– จะมคํีาตอบที ่Unique 
– คําตอบจะมไีดต้อ่เมือ่ A ไมเ่ป็น Singular 

• Determinant ไมเ่ทา่กบั 0 
• A หา Inverse ได ้และ X = A-1B 

– ในกรณีที ่Determinant A ใกลศ้นูย ์แตไ่มใ่ชศ่นูย ์
คําตอบจะ Sensitive กบั Error การคํานวณเมือ่มกีาร
ปัดเศษจะตอ้งระวงั 

• กรณีนี ้เราเรยีกวา่มันเป็น ‘Ill-Conditioned System’ 



System of Linear Equations 
 



Krammer’s Rule 
 



Solution ของ AX=C 

• A-1AX=A-1C 
• X=A-1C 
• Inverse หาไดย้าก แมจ้ะใช ้Computer 

คํานวณ เพราะเป็น O(n4) 



Solution by Elimination 



Gauss Elimination 
 

1. ใน Elimination Step จาก AX=C เราพยายามทําให ้
Matrix A อยูใ่นรปู Upper Diagonal Matrix ดว้ย
ขบวนการ Elimination คอืการบวกและลบแตล่ะแถวเขา้
ดว้ยกนั และคา่ C จะถกูบวกลบตามไปดว้ย 
 

2. เมือ่ A เป็น Upper Diagonal แลว้ การแกส้มการสามารถ
ทําไดง้า่ย โดยเราหา xn กอ่นในแถวสดุทา้ยของสมการ 
จากนัน้นํา xn ทีห่าไดม้าแทนคา่ เพือ่หา xn-1 ในแถวรอง
สดุทา้ย เนือ่งจากเป็นการแทนคา่เพือ่หา Unknown 
ยอ้นหลงั เราจงึเรยีก Back-Substitution 



Gauss Elimination 
• จาก 

CAX =



Gauss Elimination 
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Gauss Elimination 
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Gauss Elimination 
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Gauss Elimination 
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Gauss Elimination 
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Back Substitution 
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Gauss Elimination 
 



Gauss Elimination 
 



Gauss Elimination 
 



Gauss Elimination 
 



Gauss Elimination 
 



Gauss Elimination Alg 
• Elimination by Forward Substitution 



Gauss Elimination Alg 
• Back-Substitution 



Gauss Elimination Alg 
• Back-Substitution 



Example 8.1 
 



Example 8.1 
 



Example 8.1 
• Back Substitution 



ปัญหาของ Gauss Elimination 



ปัญหาของ Gauss Elimination 

 



ปัญหาของ Gauss Elimination 

 



ปัญหาของ Gauss Elimination 

 



Gauss-Jordan Method 

 



Gauss-Jordan Method 
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การหา Matrix Inverse ดว้ย GJ 
 



การหา Matrix Inverse ดว้ย GJ 
 



การหา Matrix Inverse ดว้ย GJ 
 



การหา Matrix Inverse ดว้ย GJ 
 



การหา Matrix Inverse ดว้ย GJ 
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Iterative Method and 
Gauss-Seidel 

 



Gauss-Seidel 
 



Gauss-Seidel 
 



Gauss-Seidel 
 



Gauss-Seidel 
 



Gauss-Seidel 
 



Gauss-Seidel: Ex 8.4 
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Gauss-Seidel: Ex 8.4 
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Gauss-Seidel: Ex 8.4 
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Gauss-Seidel: Ex 8.4 
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Gauss-Seidel: Ex 8.4 

 



Gauss-Seidel: Ex 8.4 

 



Jacobi Method 

 



Convergence of Iterative 
Method 

 



Break 
• After Break 

– LU Decomposition 
 



LU Decomposition 
 



LU Decomposition 
 



LU Decomposition 
 



LU Decomposition 
 



LU Decomposition 
 



LU Decomposition 
 



LU Decomposition 
 



LU Decomposition 
 



LU Decomposition 
 



LU Decomposition 
 



Crout Decomposition 
 



Crout Decomposition 
 



Crout Decomposition 
 



Crout Decomposition 
 



Crout Decomposition 
 



Crout Decomposition 
 



Crout Decomposition 
 



Example 8.6 
 



Crout Decomposition 
 



Crout Decomposition 
 



Example 8.7 
 



Example 8.7 
 



 



Summary Chapter 8 
 



Homework 9, Chapter 10 

• DOWNLOAD 
• คาํนวณแนะนําใหเ้ขยีนโปรแกรม หรอืใช ้

MATLAB หรอืใช ้Spreadsheet(Excel) 
• หยดุ 2 สปัดาห ์

– การบา้น สง่ตน้ช ัว่โมง พธุ 20 เมษายน 



End of Chapter 10 
• Next Week (Wk 13) 

– No Class วันจักร ี

• Following Week (Wk 14) 
– No Class วันสงกรานต ์

• Week 15; Chapter 11 
– April 20 
– Numerical Differentiation and 

Integration 



CPE 332 
Computer Engineering 

Mathematics II 
Part III, Chapter 11 

 Numerical Differentiation and Integration 



Today Topics 

• Chapter 11 Numerical Differentiation and 
Integration 
– Derivative Approximation 

• Forward, Backward, Centered Difference 
• High Order Derivative 
• High Accuracy Approximation 

– Integral Approximation 
• Polynomial 

– Zero Order 
– First Order (Trapezoidal) 
– Second Order (Simpson 1/3) 
– Third Order (Simpson 3/8) 

• More Accurate Method 
– Richardson Extrapolation 



 



 



Slope of Line 
 

(x1,y1) 

(x2,y2) 

(y2-y1) 

(x2-x1) 

θ 

m=slope = tan θ  
      = (y2-y1)/ (x2-x1) 

θ 



Definition of Derivative 

• Derivative of f(x) at any point x is the slope 
of the tangent line at that point (x,f(x)) 

• Mathematically 
 
 

• For function y=f(x), derivative of function is 
written in many forms 
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≡
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00
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dx
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Approximation of slope at point x 
using secant line 

• Slope at ‘x’ ≅ [f(x+∆x) - f(x)] / ∆x = ∆y / ∆x  

(x, f(x)) 

(x+∆x, f(x+∆x)) 

∆x 

f(x+∆x) - f(x) 
=∆y 

As ∆x approaches 0, 
we have ∆y/∆x 
approach a true slope 
of f at x. 



Derivative(Forward) 
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Derivative(Backward) 
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Derivative(Central) 
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Introduction 
• ในทางปฎบิตั ิเราได ้Sample ของ Data เป็นจดุ การหา 

Derivative ก็คอืการลบคา่ของจดุ Data ทีอ่ยูต่ดิกนัและ
หารดว้ยระยะหา่งระหวา่งจดุ นีค่อืวธิกีารของ Finite 
Divided-Difference 

xi xi+1 xi-1 

f(xi) 

f(xi-1) 

f(xi+1) 

h h 



Finite Divided-Difference 
 



 



Finite Divided-Difference 
 



 



Finite Divided-Difference 
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Second Derivative 
 



Second Derivative 
 



High Accuracy Finite 
Divided-Difference 



High Accuracy Finite 
Divided-Difference 

 



Summary 
 



Summary 
 



Summary 
 



Numerical Integration 
• Newton-Cotes Integration Formula 
• Zero-Order Approximation 
• First-Order Approximation 

– Trapezoidal Rule 
• Second-Order Approximation 

– Simpson 1/3 rule 
• Third-Order Approximation 

– Simpson 3/8 rule 
• Romberg Integration 

– Richardson Extrapolation 
– Romberg Integration Algorithm 

 



 



 



Integral Approximation 
 



Integral Approximation 
 

x0 x1 x2 x3 x4 xn-1 xn 



Zero-Order Approximation 

x0 x1 x2 x3 x4 xn-1 xn 



Zero-Order Approximation 
• a0=f(a) 

x0 x1 x2 x3 x4 xn-1 xn 

])[(][)( 00 abafabadxadxxfI
b

a

b

a

−=−=≈= ∫∫



Zero-Order Approximation 
• a0=f((a+b)/2) 

x0 x1 x2 x3 x4 xn-1 xn 
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a
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Zero-Order 
Approximation  



First-Order Approximation 
 

x0 x1 x2 x3 x4 xn-1 xn 



First-Order Approximation 



First-Order Approximation 



First-Order Approximation 



 



Trapezoidal Rule 
 



Trapezoidal Rule 
 



 



 



 



Second-Order Approximation 
 

x0 x1 x2 x3 x4 xn-1 xn 

Simpson’s 1/3 Rule 



Second-Order Approximation 
 



Second-Order Approximation 
 



Second-Order Approximation 
 

3n 



Second-Order Approximation 
 



 



Third-Order Approximation 
 

x0 x1 x2 x3 x4 xn-1 xn 

Simpson’s 3/8 Rule 



Third Degree Approximation 
 



Simson’s 3/8 Rule 
 



 



Romberg Integration 
 



Romberg Integration 
 



Romberg Integration 
 



Romberg Integration 
 



Romberg Integration 
 



Romberg Integration 
 



Romberg Integration 
 



Romberg Integration 
 



Romberg Integration 
 



Romberg Integration 
 



Romberg Integration 
 



Romberg Integration 
 



Summary 
 



Homework 10: Ch 11 
• Download HW 
• Next Week 

– สง่การบา้น HW 10 
– Chapter 11 Solutions of ODE  
– HW 11 (Option) 
 



CPE 332 
Computer Engineering 

Mathematics II 
Part III,  

Chapter 12 ODE 



Today Topics 

• Chapter 12 Ordinary Differential 
Equation 
– HW 10 Due Today 
– HW 11 Due Wed 4 May, 12.00 Noon 

• สง่หอ้งเลขาภาค 

• Course Ends This Week 
– No Chapter 13(Curve Fitting) 



Differential Equation 
• เป็นสมการทางคณติศาสตร ์ทีป่ระกอบดว้ย 

Derivative (หรอื Integral) 
– Solution ของสมการคอื Function ทีไ่มม่ ีDerivative 

หรอื Integral ปรากฏอยู ่
• รปูแบบทั่วไปคอื (First Order) 

– dy/dx = f(x,y) 
– กรณีพเิศษที ่dy/dx = f(x) เราสามารถแกส้มการโดย

ใชก้าร Integrate 
• dy = f(x)dx 

• y = ∫ f(x)dx = F(x) + C : คา่ C สามารถหาไดโ้ดยการกําหนด 
Initial condition 

– ปกตกิารแกส้มการทัว่ไปไมส่ามารถใช ้Integrate ได ้
 



Example 1 
• Solve for  4,2;3 2 === yxx

dx
dy



Example 1 
• Solve for  4,2;3 2 === yxx

dx
dy

Solution) (General 
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Example 1 
• Solve for  4,2;3 2 === yxx

dx
dy

4
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4y2,x
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Differential Equation 
• คา่ Order สงูสดุของ Derivative จะ

กําหนด Order ของ Differential 
Equation 
– จํานวน Initial Condition ทีจ่ะตอ้งใชจ้ะ

เทา่กบัคา่ของ Order ของสมการ 



Example 2 
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Example 2 
• แกส้มการ 
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Integrate ไมไ่ด ้



Differential Equation 

• Tools ทางคณติศาสตรท์ีสํ่าคญัสําหรับใชใ้น
การแกปั้ญหา Differential Equation 
– Laplace Transform (one side/two side) 
– Fourier Transform ใชไ้ดเ้ชน่กนั 
– Z-Transform ใชสํ้าหรับแกปั้ญหา Discrete 

Version ของ Differential Equation 
• คอื Differential Equation ทีไ่ดจ้ากการสุม่

ตวัอยา่งของตวัแปร 
• กรณีนีเ้ราเรยีก Difference Equation 

–     ทัง้หมดนีอ้ยูใ่นเนือ้หาวชิา CPE 308 



Differential Equation 

• บทนีเ้ราจะมาด ูNumerical Method 
สําหรับใชใ้นการแกส้มการ Differential 
Equation 
– เราจะจํากดัอยูท่ี ่First Order และ Initial 

Condition ทีจ่ดุตัง้ตน้ 
– เป็นสมการของ Ordinary Differential 

Equation 
• One Independent Variable 

– สามารถดดัแปลงสําหรับ Higher Order ได ้
– กรณีทีเ่ป็น Boundary Condition จะตอ้งใชว้ธิี

อืน่  
• ศกึษาเพิม่เตมิไดจ้าก Reference 



Chapter 10 
• Ordinary Differential Equation 



ODE 
 



ODE 
 



ODE 
 



ODE: One Step Method 

0x

0x

0y
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3y 4y
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ODE: One Step Method 
 



Euler’s Method 
 



Euler’s Method 
 



Euler’s Method 
 



Euler’s Method 
 



Euler’s Method 
 



Euler’s Method 
 



Heun and Polygon Method 
 



Heun Method 
 



Heun Method 
 



Heun Method 
 



Heun and Polygon Method 
 



Heun Method 
 



Heun and Polygon Method 
 



Heun Method 
 



Heun Method 
 



Improved Polygon Method 
 



Improved Polygon Method 
 



Runge-Kutta Method 
 



Runge-Kutta Method 
 



Second Order Runge-Kutta 
Method 

 



Second Order Runge-Kutta 
Method 

 



Second Order Runge-Kutta 
Method 

 



Second Order Runge-Kutta 
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Second Order Runge-Kutta 
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Second Order Runge-Kutta 
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Second Order Runge-Kutta 
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Second Order Runge-Kutta 
Method 

 



Second Order Runge-Kutta 
Method 

 



 



Third Order Runge-Kutta 
Method 

 



Third Order Runge-Kutta 
Method 

 



Forth Order Runge-Kutta 
Method 

 



Forth Order Runge-Kutta 
Method 

 



Higher Order Runge-Kutta 
Method 

 



Comparison 



Chapter 12 Homework (HW 11) 
• Download HW 11(ODE)และทาํใน 
Sheet 
– Option ถา้ใครสง่ครบ 10 คร ัง้และไดเ้ต็ม 

ไมต่อ้งสง่ 
– จะนบั 10 HW ทีค่ะแนนมากทีส่ดุ 
– สง่พธุที ่4 พ.ค. ทีห่อ้งภาค 5-310 กอ่น

เทีย่ง 
• ไมม่บีทที ่13 Curve Fitting 
• Course Ends 



Final Exam Preparation 
• สตูรจะใหม้า 
• ขอ้สอบม ี7 ขอ้ เลอืกทาํ 5 ขอ้ 10x5 = 

50 คะแนน เทยีบเป็นคะแนนเก็บ 50% 
• 2 ขอ้ เป็นเรือ่งกอ่น Midterm (Part 1 

หนึง่ขอ้ และ Part 2 หนึง่ขอ้) 
• 5 ขอ้เป็นเรือ่งใหม ่ดงันี ้



• 5 ขอ้ เป็นเรือ่งใหม ่หลงั MT ดงันี ้
– 1. Taylor Series และการประมาณคา่ของ 

Function รวมถงึ Error 
– 2. Root of Function (Bisection หรอื 

Newton) 
– 3. Linear Equation 1 ขอ้ 

• Gauss Elimination, Gauss Jordan, Gauss Seidel 
และ LU Decompositon 

– 4. Numerical Integration (Trapezoidal หรอื 
Simpson) 

– 5. ODE โดยใช ้4th Order RK 



Formulas 
ઙ્ગહ્ણહ્વ� MT+ઙ્ઘ������� 
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Curve Fitting 
• บอ่ยๆครัง้ เราไดข้อ้มลูจากการวดัในสนาม ซึง่มี
ลกัษณะเป็นจดุ และเราจะตอ้งการหา Function 
ทางคณติศาสตรเ์พือ่เชือ่มตอ่จดุเหลา่นี ้

• Function งา่ยๆทีใ่ชก้นัคอื Polynomial ที ่
Degree ตา่งๆ 

• Function ทีส่ลบัซบัซอ้นขึน้ไดแ้ก ่Cosine 
Function 

• กรรมวธิเีหลา่นี ้เพือ่ทีจ่ะหาคา่ของ Function ทีอ่ยู่
ระหวา่งจดุทีเ่ราวดั ซึง่เราเรยีก Interpolation 



Interpolation 
 

x 

y 



Linear Interpolation 
 

x 

y 



Second Degree Piecewise 
Interpolation 

 

x 

y 



Third Degree Piecewise 
Interpolation 

 

x 

y 



Higher Order Degree 
• ไมน่ยิมใช ้เพราะจะเกดิการ Oscillate ได ้
• Function ทีร่อยตอ่ของ Polynomial จะไม่
ตอ่เนือ่ง 

• N Degree จะใช ้N+1 จดุสําหรับหาคา่ของ 
Function 



Spline Interpolation 
• เป็นการใช ้Polynomial Degree ตํา่ๆ ทีน่ยิมคอื Third 

Degree หรอื Cube 
– เรยีก Cubic Spline 

• Cubic Spline จะหา Polynomial จากทลีะ 2 จดุ(ไมใ่ช ่4) 
แตบ่งัคบัใหร้อยตอ่ระหวา่งแตล่ะ Polynomial มคีวาม
ตอ่เนือ่ง โดยกําหนดให ้Polynomial ทีต่อ่กนัม ีFirst 
Derivative และ Second Derivative เทา่กนั 

• 2 จดุได ้2 สมการ บวกกบัอกีสองสมการของ First และ 
Second Derivative เป็น 4 สมการ 4 Unknown 

• ทีป่ลายและหวัจะสมมตุ ิFirst Derivative จากสมการ
เสน้ตรง และสมมตุ ิSecond Derivative เทา่กบัศนูย ์วธินีี ้
เราเรยีก Natural Spline 

• เป็นวธิทีีน่ยิมมากกวา่ 



Spline Interpolation 
 

x 

y 



การคํานวณ Cubic Spline 
Interpolation (1) 

• พจิารณาจากจดุของตวัอยา่ง 
• เราตอ้งการลาก Curve ผา่นจดุเหลา่นี ้โดยใช ้

Third Degree Polynomial 
 
 

– ม ี4 Unknown ทีต่อ้งหา ดงันัน้ตอ้งสรา้ง 4 สมการ และ
ใช ้4 จดุของ Data ในการแก ้

– ผลคอื 3rd Degree Polynomial จะลากผา่นทลีะ 4 จดุ 
ดงันัน้จะมรีอยตอ่ทกุๆ 4 จดุ ทีไ่มร่าบเรยีบ เนือ่งจากแต่
ละ 4 จดุจะใช ้Polynomial คนละตวักนั 

– Polynomial ทีต่อ่กนัจะใชจ้ดุรว่มกนัทีร่อยตอ่ 

1,...,0);,( −= niyx ii

3
3

2
2103 )( xaxaxaaxfy +++==



• Example: กําหนด Data 7 จดุดงันี ้
– Yi = [2 0 3 4 5 3 1]; Xi = [0 1 2 3 4 5 6] 

• จงคํานวณ Third Degree Polynomial ที่
จะ Fit Data เหลา่นี ้

การคาํนวณ Cubic Spline 
Interpolation (2) 



การคาํนวณ Cubic Spline 
Interpolation (3) 

เราตอ้งใช ้Cubic Polynomial 2 ตวัแรก Fit 4 จดุแรก  
ตวัที ่2 Fit 4 จดุถดัไป โดยจดุที ่4 เป็นจดุรว่ม 

y0 y1 



Cubic Spline Int.(4) 
• Polynomial ตวัแรก คํานวณไดด้งันี ้

 
 
 
 

• แกส้มการได ้
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Cubic Spline Int.(5) 
• Polynomial ตวัทีส่อง คํานวณไดด้งันี ้

 
 
 
 

• แกส้มการได ้
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Cubic Spline Int.(6) 
 



Cubic Spline Int.(7) 
 



Cubic Spline Int.(8) 
 



Cubic Spline Int.(9) 
• สิง่ทีเ่ราตอ้งการคอืทําใหร้อยตอ่ราบเรยีบ 

– โดยการกําหนดใหค้า่ First Derivative ทีป่ลายของ 
Polynomial ตวัแรก เทา่กบัคา่ First Derivative ทีจ่ดุ
ตน้ของ Polynomial ตวัที ่2 

– อกีนัยหนึง่ คอืบงัคบัใหค้า่ First Derivative ทีจ่ดุรว่ม
ของสอง Polynomial ทีม่าตอ่กนั มคีา่เทา่กนั 

– ในกรณีเราสามารถสรา้ง 4 สมการ เพือ่หา 4 
Coefficient ไดจ้ากเพยีงคา่ของ Function ทีส่องจดุ 
และคา่ของ First Derivative ทีส่องจดุนัน้ (4 คา่ รวม) 

• กลา่วคอื แตล่ะชว่งของ Data (ระหวา่งสองจดุ) เราจะคํานวณ 
Third Degree Polynomial หนึง่ตวั 



Cubic Spline Int.(10) 
• พจิารณาจาก Data n จดุของ xii=1,..,n คอื yi; 

i=1,..,n เราตอ้งการหา Cubic Polynomial, 
Si(x) ทัง้หมด n-1 function เพือ่ทําการ 
Interpolate คา่ระหวา่งจดุ ในแตล่ะชว่งของ
สองจดุทีต่ดิกนั 
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Cubic Spline Int.(11) 
• สมการ Polynomial ทีใ่ชเ้ป็นแคก่ารเปลีย่น 

Variable โดยเลือ่น (Delay) สมการจากจดุ 
xi ใหม้าอยูท่ีต่ําแหน่ง ศนูย ์

• คา่ First และ Second Derivative ของ
แตล่ะ Polynomial สามารถแสดงไดด้งันี ้
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Cubic Spline Int.(12) 
• ถา้จดุ xi เป็นจดุรว่มระหวา่งสอง 

Polynomial กลา่วคอื 
 

• และทีจ่ดุ xi เราจะไดค้า่ของ Function คอื 
 
 

• นอกจากนี ้เราได(้สมมตุวิา่แตล่ะจดุสุม่
ตวัอยา่งดว้ยระยะหา่งเทา่กนั) 
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Cubic Spline Int.(13) 
• เราสรา้งสมการจากการกําหนด First 

Derivative ของจดุตอ่ใหเ้ทา่กนั 
 

• ดงันัน้ เราได ้
 
 

•  นอกจากนีแ้ลว้ คา่ Second Derivative 
จะตอ้งตอ่เนือ่งกนัตลอดชว่ง 
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Cubic Spline Int.(14) 
• แตค่า่  
• ดงันัน้ 

 
• และ 

 
• จาก 

 
• เราได ้
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Cubic Spline Int.(15) 
• เพือ่ใหส้มการดงูา่ย เรากําหนด 

 
• ดงันัน้ 

 
• และทีไ่ดก้อ่นหนา้นี ้
• สว่น ai และ ci สามารถเขยีนใหมไ่ดเ้ป็น  
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Cubic Spline Int.(16) 
• เราสรปุสตูรในการคํานวณดงันี ้

 
 
 
 
 

• เมือ่เขยีนในรปูของ Matrix เราได ้
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Cubic Spline Int.(17) 
• จาก  

 
 
 
 

• สามารถเขยีนเป็นสมการ Matrix ไดด้งันี ้
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Cubic Spline Int.(18) 
•   

 
 
 
 
 

• ระบบประกอบไปดว้ย n-2 สมการและ n unknown 
ดงันัน้เราตอ้งการอกี สอง Condition เพือ่ที่
สามารถจะแกส้มการได ้
– สอง Condition สามารถเลอืกไดห้ลายแบบ ทําใหเ้กดิ 

Variation ของ Cubic Spline Interpolation หลาย
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Cubic Spline Int.(19) 
• ในทีน่ีจ้ะกลา่วถงึ Spline สามแบบ ตาม 
สอง Condition ทีก่ําหนดเพิม่เตมิ 
– Natural Spline 

• โดยการกําหนด M1=Mn=0 
– Parabolic Runout Spline 

• โดยการกําหนด M1=M2 และ Mn=Mn-1 

– Cubic Runout Spline 
• โดยการใช ้M1=2M2-M3 และ Mn=2Mn-1-Mn-2 

• ในทีน่ีจ้ะกลา่วรายละเอยีดเฉพาะ Natural 
Spline 



Cubic Spline Int.(20) 
• Natural Spline 

– เมือ่ให ้M1=Mn=0 Matrix จะลดรปูเหลอื n-2 
สมการ และ n-2 Unknown ดงันี ้
 
 
 
 
 

– เมือ่เราแกส้มการไดค้า่ Mi เราสามารถคํานวณ
คา่ Coefficient ของแตล่ะ Polynomial ได ้
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Cubic Spline Int.(21) 
• สงัเกตวุา่ Coefficient Matrix ของระบบมคีา่ใน
สว่น Diagonal ทีเ่ป็นคา่คงที ่ซึง่ Matrix นีเ้ป็น 
Matrix พเิศษ เรยีก Toeplitz Matrix 
– Toeplitz Matrix สามารถแกป้ัญหาได ้โดยใช ้O(n2) 

Computation Time แทนทีจ่ะเป็น O(n3) 
• Algorithm ทีใ่ชค้อื Levinson Algorithm 

– Toeplitz Matrix สามารถทํา LU Decomposition 
โดยใช ้O(n2) เชน่เดยีวกนั 

• รายละเอยีดของคณุสมบตัพิเิศษของ Matrix นี ้
และ Levinson Algorithm อยูน่อกขอบเขตของ
วชิานี ้ผูส้นใจสามารถศกึษาเพิม่เตมิไดจ้ากตํารา
ดา้น Linear Algebra และ Numerical Method 



Example: Natural Spline 
• จากตวัอยา่งเดมิ เราจะใช ้Spline มาทําการ Fit 

Data ในกรณีนี ้n=7, h = 1, M0=M7=0 
– Yi = [2 0 3 4 5 3 1]; Xi = [0 1 2 3 4 5 6] 

• เราแกส้มการ Matrix ดงันี ้
 
 
 
 

• และไดค้ําตอบคอื  
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• ดงันัน้ Coefficient ของ Cubic ทัง้ 6 จะ
เป็น 
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Polynomial Coefficient Matrix 
• >> p=[a b c d] 
• p = 
•     1.4987         0   -3.4987    2.0000 
•    -2.4936    4.4962    0.9974         0 
•     1.4756   -2.9846    2.5090    3.0000 
•    -1.4090    1.4423    0.9667    4.0000 
•     1.1603   -2.7846   -0.3756    5.0000 
•    -0.2321    0.6962   -2.4641    3.0000 

 
• ตอ่ไปเราจะลอง Plot แตล่ะ Polynomial ในแตล่ะชว่ง 
ท ัง้หมด 6 Polynomial และ 6 ชว่ง 



Natural Spline Interpolation 
 



Natural Spline Interpolation = R;
First Der = G; Second Der = B 

 



Natural Spline Interpolation = R;
First D = G; Second D = B vs 6th D Poly = K 

 ปกตแินวโนม้ของ Polynomial ทีม่ ีDegree สงูจะเกดิ Overshoot 
แต ่Spline จะให ้Curve ทีร่าบเรยีบกวา่ และใกลเ้คยีงความจรงิ 

205.164722.253125.154931.46375.00347.0 23456 +−+−+−= xxxxxxy



Regression 
• บางครัง้ Data ทีเ่ราเก็บได ้กระจาย และการ
ทํา Interpolation ดว้ย Polynomial จะไม่
เหมาะสม  

• การกระจายของ Data อาจจะเกดิจากความ
ไมแ่น่นอนในการวดั หรอืเป็นลกัษณะ 
Random 

• อาจจะเกดิจาก Noise ในการวดั 
– การ Fit ดว้ย Polynomial หรอืแมแ้ต ่Spline 
จะใหค้ําตอบทีไ่มต่รงกบัความจรงิ 



Regression: Data with Noise 
 

X 

Y 



Polynomial Fit Noise Data 
 

X 

Y 



Ordinary Simple Linear 
Least-Squares Regression 

• ในการนี ้การประมาณคา่โดยใช ้Function งา่ยๆ เชน่
เสน้ตรง หรอื Exponential จะเหมาะสมกวา่ 
– โดยเฉพาะถา้เรารูพ้ฤตกิรรมของระบบอยูบ่า้ง และคาดหวงัวา่ Data 
ทีไ่ดค้วรจะมลีกัษณะอยา่งไร  

• การหาสมการทีจ่ะ Fit ทีส่ดุ โดยมคีา่ Error ตํา่สดุ เรา
เรยีกเป็นการทํา Regression 

• กรณีของสมการเสน้ตรง (สําหรับตวัแปรเดยีว)เราเรยีก 
Linear Regression 
– ทีถ่กูควรเรยีก Simple Linear Regression ใชส้ําหรับตวัแปรเดยีว 
จะเป็นสมการเสน้ตรงในสองมติ ิ

• เนือ่งจากม ีMultiple Linear Regression ดว้ยสําหรับกรณีหลายตวั
แปร ซึง่ผลจะเป็น Linear Equation ในหลายมติ ิ

– สมการเสน้ตรงคอื y=ax+b (บางตําราใช ้y = a + bx ซึง่ในกรณีนี้
ตอ้งสลบัคา่ a และ b ในการคํานวณทีจ่ะกลา่วตอ่ไป) 

– Parameter 2 ตวัทีต่อ้งหาคอื a = slope และ b = y-intercept 



Ordinary Simple Linear 
Least Square Regression 

• สมการที ่Fit ทีส่ดุคอืให ้Error รวมตํา่สดุ 
เรามกัจะใชว้ธิขีอง Least-Square เรยีก 
Ordinary Least Square Regression 
(OLS) (หรอื Linear Least Square) 
– ผลรวมของ Error ยกกําลงัสองของแตล่ะจดุ
ของ Data เทยีบกบัเสน้ตรงทีใ่ช ้มคีา่ตํา่สดุ 

• Linear Regression ใชก้นัมากในทางสถติ ิ
เพือ่หาความสมัพันธแ์บบเสน้ตรงของ 
Random Variable สองตวั 

• Linear Regression ประเภทอืน่ๆก็มใีชก้นั
อยู ่แต ่OLS จะนยิมทีส่ดุ 



Linear Least-Squares 
Regression 

 

X 

Y 

Error 



Ordinary Linear Least 
Square Regression (OLS) 

• คา่ a และ b หาไดจ้ากสมการ Summation ของ 
Error ยกกําลงัสอง ของทกุจดุ  
– คา่ทีต่ํา่สดุหาไดจ้ากการหาคา่ Derivative ของสมการ
และตัง้ใหเ้ทา่กบั 0 (จดุ Minima) 

• ทัง้สอง Unknown คอื a และ b หาไดจ้ากสมการ 
Derivative สองสมการทีต่ัง้ใหเ้ทา่กบั 0 ดงันี ้
– df(a,b)/da = 0 
– df(a,b)/db = 0 
– f(a,b) คอื Sum of Square Error Function 

• อกีคา่ทีใ่ชใ้นทางสถติคิอืคา่ r = correlation 
coefficient เป็นตวับอกวา่เสน้ตรงทีใ่ชม้นั Fit 
ไดด้เีพยีงไร, r จะมคีา่ระหวา่ง [-1,1] 



Linear Least-Squares 
Regression 

xi 
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Regression line 

Variable X และ Y อาจจะเป็น 
ไดท้ ัง้ Continuous และ 
Discrete 
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R, r : Correlation Coefficient 
สว่น Correlation Coefficient คอื  

Pearson Product-Moment Correlation Coefficient  
นยิามวา่เทา่กบัอตัราสว่นของคา่ Covariance ตอ่ผลคณูของคา่  

Standard Deviation ของท ัง้สอง Variable (ของตวัอยา่ง)  
และ สามารถแสดงไดว้า่มคีา่ 
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r = 1 หรอื -1 แสดงวา่มคีวามสมัพันธแ์บบเสน้ตรง 
อยา่งสมบรูณ ์(ในเชงิบวก หรอืในเชงิลบ) 
ถา้ r เป็นศนูยแ์สดงวา่ไมม่คีวามสมัพันธก์นัเลย 



Nonlinear Regression 
• ในกรณีทีเ่สน้ตรงไมเ่หมาะสมทีจ่ะนํามาใช ้
เราสามารถจะใช ้Function อืน่มาทํา 
Regression เชน่ 
– Exponential Model 
– Power Equation 
– Saturation-Growth-Rate Equation 
– Polynomial Regression 

• รายละเอยีดอยูน่อกเหนอืวชิานี ้



Example 
• 1. จากการเก็บขอ้มลูตวัอยา่ง วชิา CPE 332 ระหวา่ง 
คะแนน ทีน่ักศกึษาได ้กบัจํานวนรวมเป็นชัว่โมงที่
นักศกึษาขาดเรยีน หรอืมาสาย ไดข้อ้มลูดงัตาราง
ขา้งลา่ง 

 
 
 
 
 
– จงใช ้OLS Regression แสดงสมัพันธร์ะหวา่งตวัแปรทัง้
สอง ทําการ Plot Scatter Diagram และเสน้ตรงทีไ่ด ้
จากนัน้ใหห้าคา่ Correlation Coefficient 

Data Hour Grade 

1 5 72 
2 8 51 
3 2 86 
4 6 75 
5 4 88 

Data Hour Grade 

6 10 40 
7 7 68 
8 6 63 
9 12 46 

10 8 65 



Example 
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r = -0.9069 

y=-5.0159x + 99.5079 



End of Chapter 12 
• Download 
• Homework 12 สง่กอ่นวนัพธุหนา้ที ่3 ธ.ค. 
กอ่น 12.00 น. (สง่ทีส่าขา ใสก่ลอ่ง หอ้ง 5-
310)  



Course Ends 
• Prepare For Exam 

– ขอ้สอบม ี9 ขอ้ ทําทกุขอ้ (นําเครือ่งคดิเลขมาดว้ย) 
– เรือ่งกอ่น Midterm จะออก 3 ขอ้ จาก 6 บทแรก + 6 
ขอ้หลงั MT 

• 1. Function Approximation (1 ขอ้) 
– Taylor Series/McLauren Series 

• 2. Roots of Function (1 ขอ้) 
– Bisection 
– Newton-Ralphson 

• 3. Linear Equations (1 ขอ้) เรือ่งใดเรือ่งหนึง่ 
– Gauss Elimination 
– Gauss Jordan (Including Matrix Inverse) 
– Gauss Seidel 
– LU Decomposition (Crout Decomposition) 



Course Ends 
• Prepare For Exam 

• 4. Numerical Integration (1 ขอ้) ไมอ่อก Finite 
Difference 

– Trapezoidal Rule 
– Simpson 1/3 Rule 
– Richardson Extrapolation 

• 5. ODE (1 ขอ้) 
– Classical Forth Order RK Method เรือ่งเดยีว 

• 6. Curve Fitting (1 ขอ้) 
– Natural Spline 
– OLS Regression 



Formulas 
ดใูน MT+ตอ่ไปนี้ 

 



END OF CPE 332 T1-57 
 

• Minimum 40% เพือ่ทีจ่ะผา่นวชิานี ้
• A จะตอ้งได ้80% ขึน้ไป 
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